75. ROCNIK MATEMATICKE OLYMPIADY (2025/26)

|. kolo kategorie Z5

Z5-1-1

Zvl1astni kalkulacka ma pouze dvé funkcéni tlacitka. Po stisknuti prvniho tlacitka se
k ¢islu na displeji pricte jedna, po stisknuti druhého tlacitka se cislo na displeji vynéasobi
dvéma. Na displeji po kazdém stisknuti tlacitka sviti spravny vysledek.

Najdéte dva zpiisoby, jak pomoci Sesti stisknuti tlacitek dostat na displeji z cisla 1
¢islo 15. (I. Jancigovd)

Mozné ieSeni. Ulohu lze zndzornit jako tzv. pocetniho hada, kde misto otaznikt mtizeme
dosadit bud +1, nebo x2:

C?C?C?C?C?C?C

Po nésobeni dvéma je vysledkem sudé cislo. Tedy pred lichym cislem je nutné +1.
Pred sudym c¢islem mize byt jak +1, tak x2.
Postupné odzadu najdeme dvé vyhovujici feseni:

O—O—O—~O—O—~w—®
O=0——CO—0O—W—®

Poznamka. Uvedena feseni jsou jedind moznéa. Jakykoli jiny zptisob, jak z ¢isla 1 dostat
¢islo 15 pomoci dovolenych operaci, vyzaduje vétsi pocet kroki.

Z5-1-2

U zamku je ¢tvercovy park se stranou délky 240 metrt. Po stranach ctverce vedou
s cestami po jeho stranach — jedna vede od javoru ke studance, druhé vede od lipy k ofechu.
Princezna pti svych prochazkach parkem chodila jen po cestach, nikde se nevracela, ani
zbytecné neodbocovala a zjistila, ze:

e prochazka od buku ke studénce kolem javoru, akatu, ofechu a dubu je dvakrat delsi
nez kolem lipy a cedru,

e prochazka od buku ke studance kolem lipy a cedru je stejné dlouha jako prochazka od
dubu k lipé kolem studanky a cedru.

Jak dlouhd je pfimé cesta od akitu k ofechu? (M. Macko)
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Poznamka: obrazek je pouze ilustracni, orienta¢ni body ze zadani jsou oznaceny jejich
pocatecnimi pismeny.

Mozné teSeni. Misto popisu ze zadani ilohy budeme uzivat znaceni z obrazku.

Prochéazky zminované ve druhém bodé maji spolec¢nou ¢ast odpovidajici tseckdm LC
a CS. Protoze obé prochéazky jsou stejné dlouhé, tsecky BL a SD jsou stejné dlouhé.
Protoze ABCD je ¢tverec, také tisecky LC a C'S jsou stejné dlouhé. Tedy ¢tverec ABC D
je sloZen ze dvou ¢tvercii a dvou stejnych obdélniki (se stranami shodnymi s tiseckami BL
a LC).

D S C
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Prochéazky zminované v prvnim bodé davaji dohromady obvod ¢tverce ABC'D. Obvod
tohoto Gtverce sestava ze Ctyt stejnych stran, tedy méti 4-240 = 960 (m). Prvni prochazka je
dvakrat delsi nez ta druhd, tedy druha prochéazka odpovida tietiné obvodu ¢tverce ABCD.
Délka druhé prochézky je 960 : 3 = 320 (m).



A J B

Druhé prochéazka sestéva z tise¢ek BC a CS. Usecka BC je stranou ¢tverce, tedy délka

usecky C'S je
|C'S| = 320 — 240 = 80 (m).

Z predchoziho vime, ze tsecky AO a BL jsou stejné dlouhé a ze tisecky LC a CS
jsou stejné dlouhé. Usecky BL a LC davaji dohromady stranu BC' celého étverce. Celkem
plati:

|AO| = |BL| = |BC| — |LC| =

= |BC| — |CS| = 240 — 80 = 160 (m).
Piima cesta od akatu k ofechu méri 160 metra.
Poznamka. Pro prochizky zminované v prvnim bodé plati:

e Prvni prochazka je dvakrat delsi nez druha. Tedy rozdil jejich délek je stejny jako
délka kratsi prochazky, a ta je

|BC| + |CS| = |BL| 4 2|LC|.
e Rozdil prochazek odpovida tseckam AJ a DS, tedy mérfi
|AJ| +|DS| = |BL|+ |BL]|.

e Dohromady dostavame |BL| = 2|LC| neboli |BC| = 3|LC.
e Protoze |BC| = 240m, plati |LC| = 80m, a tedy |AO| = |BL| = 160 m.
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Z5-1-3

Danka a Janka kazda pro sebe nasbiraly jahody. Kdyby méla Janka o polovinu vic
jahod, nez nasbirala, méla by jich stejné jako Danka. Kdyby méla Janka dvakrat vic jahod,
nez nasbirala, méla by jich o 48 vic nez Danka.

Kolik jahod nasbirala Janka a kolik Danka? (M. Dillingerovd)

Mozné feSeni. Podminky ze zadani lze znazornit pomoci usecek (J predstavuje pocet
Janéinych jahod, D pocet Dancinych jahod):

J

D 48

Odtud vyvozujeme, ze 48 odpovida poloviné Jancinych jahod.
Janka nabirala 2 - 48 = 96 jahod, Danka nasbirala 3 - 48 = 144 jahod.

Poznamka. Podminky ze zadani Ize s pfedchozim znacenim zapsat jako
J+iJ=D, 2J=D+48.
Odtud dostavame
D+1J=2J=D+43,

a tedy 3J = 48.

Z5-1-4

Anezka spravné vynasobila urcité ¢islo sedmi a vysledné pétimistné ¢islo napsala na
papir. Papousek Frana kus papiru vykloval a prvni ¢islice vysledku se tak stala necitelnou.
Na zbytku papiru ztistalo napsano 2887.

Jaka mohla byt prvni ¢islice Anezéina vysledku? Najdéte vSechny moznosti.
(M. Petrovd)

Mozné reseni. Vysledné ¢islo po nasobeni sedmi bylo pétimistné. Tedy ptivodni mohlo
byt bud étyfmistné, nebo pétimistné. Ulohu miizeme znézornit jako algebrogram (seda
hvézdicka nemusi byt nahrazena ¢islici):

kok ok ok ok
X 7

72887
Soucin ¢isla 7 s jednomistnym ¢islem ma pokazdé jinou ¢islici na misté jednotek:
0, 7, 14, 21, 28, 35, 42, 48, 56, 63, T72.
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Diky této vlastnosti jednoznac¢né odzadu urc¢ime posledni ¢tyri hvézdicky:

* 1841

X 7

72887
Postupné jsme pocitali 1 -7 = 7 (zddny prechod ptes desitku), 4 - 7 = 28 (pfes desitku
prechazi dvojka), 8 - 7+ 2 = 58 (pftes desitku prechazi pétka), 1-7 + 5 = 12 (pfes desitku
prechazi jednicka).

e Pokud piivodni ¢islo bylo ¢tyrmistné, pak vypocet vypadal takto:

1841
X 7
12887
e Pokud pivodni ¢islo bylo pétimistné, pak jeho prvni éislice byla 1 (aby vysledek byl
pétimistny). Vypocet pak vypadal takto:

11841
X 7
82887

Prvni ¢islice Anez¢ina vysledku byla bud 1, nebo 8.

Z5-1-5

Veéky sedmi kamaradt jsou 8, 9, 10, 11, 11, 13 a 14 rokt. TT i kamaradi jsou zrovna
v kiné, dva jsou na fotbale a dva doma. Soucet vék téch v kiné je 30 roki, soucet veki
téch na fotbale je 24 rokt. Kazdy z kamaradd na fotbale mé vic rokt nez Ondriej, ktery
zustal doma.

Kolik roki muze mit Ondfej? Najdéte vSechny moznosti. (M. Macko)

Mozné feSeni. Soucet 30 lze pomoci tii danych séitanct ziskat jediné takto:
30=84+9+13=8+11+11=9+10+11.
Soucet 24 lze pomoci dvou danych s¢itanct ziskat jediné takto:
24=10+14 =11+ 13.

Prvni soucet odpovida tfem kamaradim v kiné, druhy dvéma kamaradim na fotbale.
Uvedené moznosti kombinujeme tak, aby se doplnovaly, zbyvajici ¢isla odpovidaji dvéma
kamaradim doma:

v kiné na fotbale doma
8,9, 13 10, 14 11, 11
8, 11, 11 10, 14 9,13
9, 10, 11 11, 13 8, 14




Podminka s Ondfejovym vékem mize byt splnéna pouze ve druhém a tretim ptipadé:
Ondfej ma bud 9, nebo 8 roki.

Z5-1-6

Ctyii déveata dlazdila étvercovymi dlazdicemi terasu v rohu dvoru. Viola pouzivala
dlazdice se stranou 1dm, Riizena se stranou 2dm, Blanka se stranou 3dm a Karmen se
stranou 4 dm. Prvni z dévcat polozila jednu ze svych dlazdic do rohu. Druhé polozila své
dlazdice podél volnych stran predchozi dlazdice a pfidala jednu navic, aby vznikl ¢tverec
(viz obrazek). Obdobnym zpisobem polozilo své dlazdice tfeti a nakonec i ¢tvrté dévce.
Takto vznikla ¢tvercova terasa bez mezer a prekryvi.

V jakém poradi mohla dévcata pokladat dlazdice a kolik dlazdic celkem pouzila?
Najdéte vSechny moznosti. (M. Macko)

Mozné feSeni. Postupné probereme moznosti podle velikosti prvni dlazdice:

e K prvni dlazdici se stranou 1dm nelze prikladat jiné dlazdice ze zadani.

e K prvni dlazdici se stranou 2 dm lze prikladat jediné dlazdice se stranou 1dm a poté
jediné ty se stranou 3 dm. Zbyvajici dlazdice se stranou 4 dm uz prikladat nelze.

e K prvni dlazdici se stranou 3 dm lze prikladat jediné dlazdice se stranou 1dm a poté
bud ty se stranou 2dm, nebo ty se stranou 4dm. V prvnim p¥ipadé zbyvaji dlazdice
se stranou 4 dm, a ty prikladat nelze. Ve druhém pripadé zbyvaji dlazdice se stranou
2dm, a ty prikladat lze.



e K prvni dlazdici se stranou 4dm lze prikladat bud dlazdice se stranou 1dm, nebo
dlazdice se stranou 2dm. V prvnim piipadé zbyvaji dlazdice se stranami 2dm a 3 dm,
a ty prikladat nelze (v zddném potadi). Ve druhém piipadé zbyvaji dlazdice se stra-
nami 1dm a 3dm, a ty pfiklddat lze (v opa¢ném poradi).

Dévéata mohla pokladat dlazdice bud v poradi Blanka, Viola, Karmen, RuZena a po-
uzit 1 + 74+ 3 + 9 = 20 dlazdic, nebo v poradi Karmen, Rizena, Blanka, Viola a pouzit
1+5+5+19 = 30 dlazdic.



