70. ROCNIK MATEMATICKE OLYMPIADY (2020/21)

|. kolo kategorie Z5

Z5-1-1

Pan Krbec s kocourem Kokesem prodavali na hradé Kulikové vstupenky. V sobotu
prodali 210 détskych vstupenek po 25 grosich a také néjaké vstupenky pro dospélé po
50 grosich. Celkem za ten den utrzili 5950 grosu.

Kolik prodali vstupenek pro dospélé? (M. Krejéova)

Napovéda. Kolik vybrali za vstupenky pro dospélé?

Mozné resSeni. Pan Krbec s kocourem KokeSem za détské vstupenky vybrali celkem
210 - 25 = 5250 grosi. Za vstupenky pro dospélé utrzili 5950 — 5250 = 700. Téchto
vstupenek tedy prodali 700 : 50 = 14 kusi.

Z5-1-2
Déti na tabore hazely hraci kostkou a podle vysledkt plnily nasledujici tkoly:

jdéte 1 km na zapad

jdéte 1 km na vychod

jdéte 1 km na sever

jdéte 1 km na jih

stlijte na misté

S | O | W N

jdéte 3 km na sever

Po péti hodech bylo Markovo druzstvo 1 km vychodné od startu.

1. Jakou trasu mohlo Markovo druzstvo projit? Naznacte alespon ¢tyfi moznosti.
2. Jaky mohl byt celkovy soucet vsSech cisel, kterd tomuto druzstvu padla? Urcete
vSechny moznosti.

(E. Semerddovd)
Napovéda. Které kombinace hodi se ve svych nasledcich vzajemné vyrusi?

Mozné teseni. Protoze Markovo druzstvo skoncilo 1 km vychodné od startu, musela
jim alespon jednou padnout dvojka. Ostatni ¢tyri hody musely byt takové, Ze po splnéni
odpovidajicich kol bylo druzstvo na ptivodnim misté (napt. 3 km na sever a 3 km na
jih). V8echny takové ¢tvefice hozenych ¢isel jsou — az na poradi — nésledujici:

1122, 1234, 1255, 3344, 3455, 4446, 5555.

Spolu s vyse uvedenou dvojkou dostavame vSechny mozné soucty cisel, kterd mohla
tomuto druzstvu padnout:

8, 12, 15, 16, 19, 20, 22.
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Moznych tras, které mohlo Markovo druzstvo projit, je nepfeberné mnozstvi. Napft.
pétice hodt 24446 odpovida trase 1 km na vychod, tfikrat 1 km na jih a 3 km na sever.
Zameénou poradi téchto hodi lze ziskat dalsich 19 moznosti, celkem 20 rtznych tras.
V ostatnich pripadech to je obdobné, akorat se muze stat, ze rtizna poradi predstavuji
jen rizné zpusoby projiti téZe trasy (viz napf. pofadi 12122,21122,12212). Pokud
se v pétici hozenych ¢isel vyskytuje 5 (stani na misté), pocty moznych tras se vyznamné
snizuji.

Z5-1-3
Pan rezisér Alik potieboval do televizni pohadky &tyii psy. Dostal nabidku z Recka,
Belgie, Irska a z Dolni Lhoty. Vybral ovcaka, dalmatina, vlkodava a jezevcika, kazdého
z jiné zemé, s riznym jménem a rtznym vékem.
Nejstarsi ze pst byl jezevéik, bylo mu 5 let.
Bucki byl z nich druhy nejmladsi.
Vlkodav pochéazel z Irska.
Pes z Dolni Lhoty se jmenoval Punta.
0Oddi oslavil v¢era své ¢tvrté narozeniny.
Ovcak pochézel z Belgie.
Rubby nebyl dalmatin.
Vlkodav mél tfi roky.
Nejmladsi z vybranych pst byl Rubby, byly mu dva roky.

Zjistéte, jak se kazdy vybrany pes jmenoval, odkud pochéazel, jaké byl rasy a kolik
mu bylo let. (L. Hozovd)

Napovéda. Seradte si psy podle jejich véku.

Mozné iteseni. U kazdého psa sledujeme ¢tyfi znaky, u kazdého znaku rozliSujeme
¢tyii moznosti. Podle informaci ze zadani mizeme zacit piitazovat moznosti napt. podle
Stari:

vék 2 roky 3 roky 4 roky 5 let
rasa vlkodav jezeveik
jméno Rubby Bucki Oddi
zemeé

Timto se nepfimo dozvidame, ze vlkodav se jmenoval Bucki. Z textu navic vime, zZe
vlkodav pochazel z Irska, identifikace jednoho z vybranych psi je tedy tplna.

Pfi druhém ¢teni si v§imame, ze Rubby nebyl dalmatin, tedy to byl ovéak (z pred-
choziho vime, Ze to nebyl vlkodav ani jezevcik). Dale ovéak pochézel z Belgie, tedy
identifikace dalsiho psa je tplna.

Mezi rasami, resp. jmény nyni umime doplnit posledni chybéjici moznost: Oddi —
dalmatin, resp. jezevéik — Punta.

Posledni informace ze zadani, kterou jsme zatim nepouzili, ¥ikd, Zze Punta byl
z Dolni Lhoty. Dalmatin Oddi tedy pochéizel z Recka a vysledné piifazeni vypada
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takto:

vek 2 roky 3 roky 4 roky 5 let
rasa ovcak vlkodav dalmatin jezevcik
jméno Rubby Bucki Oddi Punta
zeme Belgie Irsko Recko Dolni Lhota

Z5-1-4

Maminka uvafila domaci rybizovou §tavu a nalévala ji do lahvi. Lahve méla dvoji:
malé s objemem 500 ml a velké s objemem 750 ml. Nakonec ji zbylo 12 malych lahvi
prazdnych, ostatni lahve byly zcela naplnéné. Poté maminka zjistila, Ze mohla Stavu
nalévat tak, aby ji zbyly prazdné pouze velké lahve a vSechny ostatni byly zcela napl-
néné.

Kolik prazdnych lahvi by ji v takovém pfipadé zbylo? (M. Petrovad)
Napovéda. Kolik §f4vy mamince chybélo k naplnéni vSech lahvi?

Mozné FesSeni. Mamince zbylo nenaplnénych 12 lahvi, kazda s objemem 500 ml. Do
nich by se veslo 6 000 ml $tavy (12 - 500 = 6 000).

Stejné mnozstvi by se veslo do 8 velkych lahvi (6 000 : 750 = 8). Kdyby maminka
nalévala $tavu druhym zptisobem, zbylo by ji 8 prazdnych velkych lahvi.

Poznamka. Jedna velkd lahev mé stejny objem jako jeden a pil malé lahve ¢ili dveé
velké lahve maji stejny objem jako tfi malé. Podle tohoto navodu lze lahve vhodné
zaménovat a vyhnout se pocitani s velkymi ¢isly: 12 malych lahvi ma stejny objem jako
8 velkych.

Z5-1-5
Ve ctvercové siti se ¢tverecky o rozmeérech 1cm X 1cm jsou vyznacCeny tii uzlové
body K, O a Z. Uréete uzlovy bod A tak, aby obsah étyithelniku KOZA byl 4 cm?.
(E. Semerddovad)

Z

K

Napovéda. Urcete nejprve obsah trojuhelniku KOZ.

Mozné reseni. Obsah trojuhelniku KOZ je roven rozdilu obsahu okolniho obdélniku
a tfech rohovych trojihelnikt, tedy 12—2—2—3 = 5 (cm?). Protoze obsah ¢tyfihelniku
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KOZA ma byt 4cm?, tedy méné nez obsah trojihelniku KOZ, musi bod A lezet uvniti
tohoto trojuhelniku. Takové body jsou ¢tyfti:

Z
Aq
Ay [As A 0
/
/

K

Obsahy odpovidajicich ¢tyfuhelnikt jsou navzajem rizné, tedy nemiize vyhovovat
vic nez jeden z vyznacenych bodi. Obdobnym vypoétem jako na zacatku zjistujeme,
7e obsah 4 cm? m4 ¢tyfuhelnik KOZA,.

Z

Ay

K

Poznamka. Obsahy ostatnich tii ¢tyiuhelnikf jsou 1,5 cm?, 3cm? a 4,5 cm?.

Zptsob vykrojeni ¢tyfuhelniku z daného trojihelniku je urcen znacenim vrcholi
a souvisejicimi zvyklostmi. Kromé ¢tyfuhelniku KOZ A; existuji dalsi ¢tyithelniky s ob-
sahem 4 cm? a s vyznaéenymi body jako vrcholy: KOAZ, KOAyZ a KA30Z.

7Z5-1-6

Myslim si pétimistné ¢islo tvorené sudymi cislicemi. Pokud prohodim ¢islici na
tfetim misté s jakoukoliv jinou, ¢islo se zmensi. Dale prozradim, ze prvni cislice je
dvojnasobkem posledni a druha cislice je dvojnasobkem predposledni.

Jaké c¢islo si myslim? (M. Mach)

Napovéda. Umite porovnat tieti ¢islici s ostatnimi?

Mozné ieSeni. Cislo je tvofeno sudymi ¢islicemi, tj. ¢islicemi 0, 2, 4, 6, 8, ne nutné
vSemi.

Vlastnost s prohazovanim cislic znamena, ze ¢islice na tfetim misté je mensi nez
kterakoli z predchozich cislic a soucasné vétsi nez kterakoli z nasledujicich.

Na prvnich dvou mistech jsou sudé cislice, které jsou dvojnasobky jinych sudych
¢islic, tj. nékteré z 0, 4, 8.

Mezi 0 a 0, ani mezi 4 a 2 nelze vlozit zddné sudé cislo, které by bylo mensi nez
prvni a soucasné vétsi nez druhé. Jediné myslitelné ¢islo tedy je 88644.



70. ROCNIK MATEMATICKE OLYMPIADY (2020/21)

|. kolo kategorie Z6

Z6-1-1

Kralici Pe¢inka, Fasirka, Rizek a Gulas soutézili ve skoku do déalky. Peéinka sko¢ila
o 15cm dal nez Fasirka, ktera skocila o 2dm méné nez Gulds. Rizek skoéil 2 730 mm,
tedy o 1m a 1dm dal nez Pecinka.

Urcete poradi a délky skokt vsech kraliki. (S. Bednarova)
Napovéda. Kam doskocdila Pec¢inka?

Mozné feseni. Piimo ze zadani zname délku skoku Rizka, a to 2 730 mm. Skoky ostat-
nich kraliki odtud dopocitame, pricemz vse jednotné prevadime na milimetry:

e Pecinka skodila o 1100 mm méné nez Rizek, tj. skoéila 1630 mm,
e Fagirka skocila o 150 mm méné nez Pecinka, tj. skocila 1480 mm,

e Gulas skocil o 200 mm dal nez Fasirka, tj. skocil 1680 mm.

Kralici si v soutézi vyskakali nasledujici poradi:
1. Rizek, 2. Gulas, 3. Pe¢inka, 4. Fasirka.

Z6-1-2

Vzal jsem klasickou ¢ernobilou Sachovnici, ktera byla tvofena 8 x 8 ¢tvercovymi
policky se stranami délky 3 cm. Policka jsem v daném ramci preskladal tak, ze vznikl
jeden cerny obdélnik, jeden ¢erny ¢tverec a jeden souvisly bily ttvar. Jednotliva policka
se i po pieskladani dotykala celymi stranami. Cerné ttvary se nedotykaly (ani rohem)
a kazdy z nich mél alespon jednu stranu spolecnou s okrajem Sachovnice.

Urcete nejvétsi mozny obvod bilého utvaru a nakreslete, jak by v takovém pripadé
mohl vypadat. (M. Mach)

Napovéda. Jaké rozméry mohl mit ctverec?

MozZné FeSeni. Sachovnice mé celkem 32 ¢ernych (a 32 biljch) policek, coz musi byt
soucet poli¢ek nové vzniklych éernych ttvart. Cerny &tverec tedy miize mit rozméry
nejvyse 5 x 5 policek. Postupné probereme vSechny moznosti podle velikosti ¢erného
¢tverce, urcime, kolik policek zbyva na cerny obdélnik a jaké by mohl mit rozméry,
a nakonec rozhodneme, zda je mozné takové itvary umistit podle uvedenych pozadavki:
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¢tverec na obdélnik zbyva lze umistit
1x1 1 x 31 NE
2x2 1 x 28 NE

2 x2 2x14 NE
2x2 4x7 ANO
3x3 1x23 NE

4 x4 1x16 NE

4 x4 2x8 ANO

5 x5 1x7 ANO

Vsechny pripady, které nelze uspokojivé umistit, presahuji nékterym svym rozmeé-
rem dany ramec Sachovnice. Ve vyhovujicich pfipadech je mozné ¢erné utvary umistit
napi. takto:

U kazdého pripadu lze umisténi alespon jednoho z cernych utvari pozménovat,
aniz by doslo k poruseni nékterého z pozadavki. Pii takovych zménach obvod bilého
utvaru bud zstéava stejny, nebo se zmensi (pokud se néktery z ¢ernych ttvart posune
do rohu Sachovnice).

Obvod bilého utvaru ve vyse uvedenych pripadech sestava z 50, 36, resp. 56 stran
policek. Nejvétsi je tedy ve tfetim piipadé a ¢ini 56 - 3 = 168 (cm).

76-1-3
Maminka dala do misy 56 jahod a 39 malin a zanesla je Emé, ktera si cetla. Ema
si ¢teni zprijemnila mlsanim, a to tak, Ze si postupné brala po dvou nahodnych kusech
ovoce:
o Kdyz vytadhla dvé maliny, vyménila je u maminky za jednu jahodu a tu vratila do
misy.
e Kdyz vytahla dvé jahody, jednu snédla a druhou vratila do misy.
e Kdyz vytahla jednu jahodu a jednu malinu, snédla jahodu a malinu vratila do misy.

Takto néjakou chvili mlsala, az v mise ztstal jediny kus ovoce. Rozhodnéte (a vy-
svétlete), jestli to byla jahoda, nebo malina. (L. Hozova)
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Napovéda. Ji Ema vSechno ovoce z misy, nebo je vybirava?

Mozné resSeni. Ema se pii mlsani disledné vyhybala malindm: pokud v jejim vybéru
byla jedna malina, vracela ji zpé€t do misy, pokud vytahla dvé maliny, vyménila je za
jahodu. Pocet malin v mise se tak snizoval vyhradné po dvou.

Protoze na zacatku byl v mise lichy pocet malin, ztustaval lichy také po kazdé
transakci. Tedy poslednim kusem ovoce v mise byla malina.

Poznamka. Na rozdil od malin se poéty jahod v mise ménily po jedné (a mohly se jak
snizovat, tak zvySovat). Parita ptivodniho poc¢tu jahod nemé na feSeni tlohy vliv.

Z6-1-4
Ctirad naprogramoval dva spolupracujici rysovaci roboty Mikyho a Nikyho. Miky
umi sestrojovat ¢tverce, pravidelné pétithelniky a pravidelné Sestitthelniky. Béhem jed-
noho dne vsak rysuje pouze navzajem shodné mnohotihelniky. Niky do vSech Mikyho
mnohothelnik® doplnuje vsechny thlopricky.
1. V pondéli sestrojil Miky stejny pocet tsecek jako Niky. Které mnohothelniky ry-
sovali?
2. V utery sestrojil Miky 18 tsecek. Kolik jich sestrojil Niky?
3. Ve stiedu sestrojili Miky a Niky dohromady 70 tsecek. Kolik mnohothelniki jim
dal Ctirad rysovat?

(M. Petrova)

Napovéda. Kolik usecek sestroji Miky a Niky u ¢tverce, pétithelniku, resp. Sestitthel-
niku?

Mozné Feseni. Ctverec ma dvé tihlopiicky, pétitthelnik pét a Sestitthelnik devét:

NN

1. Stejny pocet stran a thlopricek méa jediné pétithelnik. V pondéli roboti rysovali
pétithelniky.

2. Miky sestrojil 18 stran, tedy nesestrojoval ani ¢tverce, ani pétitithelniky (18 neni
délitelné ani 4, ani 5), sestrojil t¥i Sestitthelniky (18 : 6 = 3). Ve tfech Sestitthelnicich
je 27 uhlopricek (3 -9 = 27). V tutery Niky sestrojil 27 tsecek.

3. Celkovy pocet tsecek u jednoho ctverce je 6, u jednoho pétitthelniku 10 a u jednoho
Sestitthelniku 15. Miky a Niky sestrojili dohromady 70 tsecek, tedy nesestrojovali
ani ¢tverce, ani Sestitthelniky (70 neni délitelné ani 6, ani 15), sestrojili 7 pétitithel-
nika (70 : 10 = 7). Ve stfedu dostali za kol narysovat 7 pétithelnik.



Z6-1-5
Petra vepisovala do krouzku ¢isla 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 tak, ze kazdé bylo pouzito
pravé jednou a ze soucet cisel na kazdé strané trojuhelniku byl stejny.

Jaky nejvétsi soucet mohla takto dostat? Uvedte piiklad mozného vyplnéni.
(A. Bohinikova)

()
/

Napovéda. Kam ma Petra vepisovat nejvétsi ¢isla?

Mozné FeSeni. Cisla ve vrcholech trojuhelniku pfispivaji do souétti na dvou stranéch,
zatimco ostatni ¢isla jenom na jedné. Vétsi ¢isla ve vrcholech trojihelniku proto budou
davat vétsi soucty.

Umistime trojici nejvétsich ¢isel do vrcholt trojuhelniku a zkusime doplnit zbyla
¢isla. Uvodni umisténi 1ze provést celkem Sesti zpiisoby, avSak podstatné je pouze ¢&islo
v hlavnim (nejvyssim) vrcholu — pfipadna doplnéni pro prohozena ¢isla ve zbylych
vrcholech jsou po dvojicich osové soumérna. Postupné probereme vsechny moznosti.

e V hlavnim vrcholu 6:

Soucet vepsanych cisel na zakladné trojihelniku je 15, na levém rameni 13, na
pravém rameni 14. Cisla 1, 2, 3, 4, 5 potfebujeme umistit tak, aby kompenzovala rozdily
mezi stavajicimi soucty na jednotlivych stranach. To je mozné udélat napt. takto:
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Soucet ¢isel na kazdé strané je 19.

e V hlavnim vrcholu 7: Obdobnou tvahou jako v predchozim pripadé dostavame
nasledujici feseni:

Soucet ¢isel na kazdé strané je 19.

e V hlavnim vrcholu &:

Soucet vepsanych ¢isel na zakladné trojuhelniku je 13, na levém rameni 14, na pra-
vém rameni 15. Chybéjici ¢islo na zakladné tedy ma byt o 1 vétsi nez soucet chybéjicich
¢isel na levém rameni a o 2 vétsi nez soucet cisel na pravém rameni. Druhy pozadavek
lze splnit nasledujicim doplnénim, které je jednoznacné az na potradi nové dvojice ¢isel
na pravém rameni:



Na levé rameno tak zbyva dvojice 3 a 4, ktera vSak nevyhovuje prvnimu pozadavku.
V hlavnim vrcholu tedy 8 byt nemuze.

Nejvétsi mozny soucet, ktery lze pozadovanym zptisobem dostat, je 19. Dva pri-
klady mozného vyplnéni jsou vyse.

Poznamka. Soucet danych cisel je 14-2+3+4+546+7+8 = 36. Pfi umisténi ¢isel 6, 7,
8 do vrcholii trojuhelniku vychazi soucet soucti ¢isel na jeho stranach 36+6+7+8 = 57.
Soucet ¢isel na kazdé strané by tak mél byt 57 : 3 = 19. Tento postfeh ndm umoznuje
rychle doplnit chybéjici ¢islo na zakladné trojuhelniku:

e pro 6 v hlavnim vrcholu vychéazi 19 — 7 — 8 = 4,
e pro 7 v hlavnim vrcholu vychéazi 19 — 6 — 8 = 5,
e pro 8 v hlavnim vrcholu vychéazi 19 — 6 — 7 = 6.

V prvnich dvou pripadech se snadno doplni zbyla cisla do prazdnych mist. Ve
tfetim pripadé doplnéni neni mozné, nebot 6 by byla pouzita dvakrat.

Z6-1-6

Anicka a Maruska maji kazda svoje oblibené piirozené ¢islo. Vynasobime-li Anic-
¢ino ¢islo samo se sebou, vyjde nam stokrat vétsi ¢islo, nez kdyz vynasobime Marusc¢ino
¢islo samo se sebou. Secteme-li Ani¢éino a Maruscino oblibené ¢islo, ziskame ¢islo o 18
vétsi, nez je polovina Anic¢¢ina ¢isla.

Urcete Ani¢¢ino a Maruséino oblibené ¢islo. (E. Semerddova)

Napovéda. Kolikrat je Ani¢¢ino ¢islo vétsi nez Maruscino?

MozZné tesSeni. Anicéino ¢islo je desetkrat vétsi nez Maruséino — jediné v tomto
pripadé je soucin Ani¢éina ¢isla se sebou samym roven stonasobku Maruscina dcisla
(10 - 10 = 100). Polovina Anié¢¢ina ¢isla je tedy pétkrat vétsi nez ¢islo Maruséino.
Soucet Anicc¢ina a Maruscina ¢isla je o 18 vétsi nez polovina Ani¢c¢ina ¢isla. Proto
je 18 souc¢tem poloviny Ani¢éina ¢isla s ¢islem Maruséinym. Podle zavéru predchoziho
odstavce je tento soucet roven Sestinasobku Maruscina cisla.
Tedy Maruséino ¢islo je 3 (18 : 6 = 3) a Anicéino ¢islo je 30 (10 - 3 = 30).

Poznamka. Pokud Anic¢ino ¢islo oznacime a a Maruscino ¢islo m, potom lze predchozi
uvahy shrnout nésledovné:

e a-a=100m - m, tedy a = 10m, tedy %a:5m.
e a+m=1a+18, tedy 18 = Ja+m = 6m.
e m=18:6=3 aa=10m = 30.
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Po tvodnim postiehu (a = 10m), je také mozné postupné dosazovat prirozena cisla

za m, vyjadfovat pfislusny rozdil (a +

neni roven 18:

1

m— sa = %a + m) a kontrolovat, zda je nebo
m 1 2 3 4
a 10 20 30 40
sa+m | 6 | 12 | 18 | 24
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70. ROCNIK MATEMATICKE OLYMPIADY (2020/21)

|. kolo kategorie Z7

7711
Urcete, kterd cislice je na 1000. misté za desetinnou ¢arkou v desetinném rozvoji
disla o%. (M. Krejéova)

Napovéda. Jak vypada desetinny rozvoj uvedeného ¢isla?

MozZné treSeni. Desetinny rozvoj racionalniho ¢isla % je
0, 32142857,

kde opakujici se ¢ast, sestavajici ze Sesti cislic, je oznacena pruhem.

Sest se do tisice vejde 166krat a zbudou ¢tyti (1000 = 166 - 6 +4). Mezi desetinnou
c¢arkou a opakujici se c¢asti jsou dvé cislice. Tedy c¢islice na 1000. misté za desetinnou
carkou je stejna jako druhé cislice z opakujici se ¢asti, coz je ¢islice 4.

Poznamka. V feSeni je podstatny pouze zbytek po déleni 1000 ¢islem 6, a ten lze urcit
bez tGplného déleni nasledovné: Nejvétsi ¢islo délitelné 6 (tzn. délitelné 2 a 3), které je
mensi nez 1000, je 996. Zbytek po déleni 1000 : 6 je 1000 — 996 = 4.

77-1-2

Kuba se domluvil s bacou, ze se mu bude starat o ovce. Ba¢a Kubovi slibil, ze po
roce sluzby dostane dvacet zlatych a k tomu jednu ovci. Jenze Kuba dal vypovéd, prave
kdyz uplynul sedmy meésic sluzby. I tak ho Baca spravedlivé odménil a zaplatil mu pét
zlatych a jednu ovci.

Na kolik zlatych si baca cenil jednu ovci? (L. Hozova)

Napovéda. Na kolik zlatych si bac¢a cenil Kubovu mési¢ni praci?

Mozné FeSeni. Kubovi zbyvalo do konce roku 5 mésict a dostal zaplaceno o 15 zlatych
méné, nez by dostal po celém roce sluzby. To znamena, ze pokud by byl vyplacen pouze
v hotovosti, dostaval by za kazdy mésic 3 zlaté (15 : 5 = 3).

Za 7 mésici mél takto Kuba dostat 21 zlatych (7 -3 = 21). Dostal ale 5 zlatych
a jednu ovci, ovce ma tedy cenu 16 zlatych (21 — 5 = 16).

Jina napovéda. Jak by mohla vypadat spravedlivd odména za sedmiletou sluzbu?
Jiné feseni. Mame dva zpusoby vyjadieni téze odmény:

e 20 zlatych a 1 ovce za 12 mésict,

e 5 zlatych a 1 ovce za 7 mésica.

Pokud tato vyjadieni prevedeme vzhledem ke stejnému casovému tiseku, budeme
umét uréit cenu ovee. Odmeénu za sedm let (tj. 7 - 12 mésicti) sluzby muzeme vyjadrit
dvojim zptisobem:

e 140 zlatych a 7 ovci (tj. sedmkrat prvni moznost),
e 60 zlatych a 12 ovci (tj. dvandctkrat druhd moznost).

V prvnim pripadé€ je odména o 80 zlatych vétsi a o 5 ovel mensi nez ve druhém.
Tedy 5 ovci stoji 80 zlatych a jedna ovce stoji 16 zlatych (80 : 5 = 16).
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Poznamka. Pokud zlaté oznac¢ime z a cenu ovce o, potom informace za zadani muzeme
zapsat takto:
_ 7
5240 = 15(20z + o).

Odtud lze rtiznymi zptisoby vyjadiit o pomoci z. Uvahy z pfedchoziho feseni 1ze shrnout
nasledovné:

12(5z +0) = 7(20z + o),
60z 4+ 120 = 140z + 7o,
50 = 80z,

o= 16z.

Ze zadani neni predem zfejmé, ze cena ovce ve zlatych je celociselna. S timto
dodatecnym predpokladem je mozné vysledek nalézt postupnym zkousenim moznosti.

77-1-3

Pro skupinu déti plati, ze v kazdé trojici déti ze skupiny je chlapec jménem Adam
a v kazdé ctverici je divka jménem Beata.

Kolik nejvyse déti mize byt v takové skupiné a jaka jsou v tom pfipadé jejich
jména? (J. Zhouf)
Napovéda. Pokud nevite, jak zacit, uvazte konkrétni skupinu déti a ovérte, zda plati
uvedené vlastnosti.

MozZné reseni. Jelikoz v kazdé trojici je néjaky chlapec, jsou v celé skupiné nejvyse
dve divky. Jelikoz v kazdé ¢tverici je n€jaka divka, jsou v celé skupiné nejvyse tii chlapci.
Tedy skupina sestavajici ze dvou divek a tii chlapcti je nejvétsi mozna vyhovujici sku-
pina.

Jelikoz v kazdé trojici je néjaky Adam, musi se tak jmenovat vSichni t¥i chlapci.
Jelikoz v kazdé trojici je néjaka Beata, musi se tak jmenovat obé divky.

77-1-4

Mezi pristavy Mumraj a Zmatek pendluji po stejné trase dvé lodé. V pristavech
tréavi zanedbatelny cas, hned se otaci a pokracuji v plavbé. Rano ve stejny okamzik
vyplouvéd modréa lod z pfistavu Mumraj a zelen4 lod z pfistavu Zmatek. Poprvé se lodé
mijeji 20 km od pristavu Mumraj a po néjakém case se potkaji pfimo v tomto pristavu.
To uz modra lod stihla uplout trasu mezi pfistavy ¢tytrikrat, zatimco zelené lod pouze
trikrat.

Jak dlouhé je trasa mezi ptfistavy Mumraj a Zmatek? (F. Steinhauser)
Napovéda. Ktera lod je rychlejsi? A kolikrat?

Mozné tesSeni. Lodé vyplouvaji ze svych pfistavi soucasné, misto prvniho mijeni
odpovida jejich rychlostem: pomér ujetych vzdalenosti od pristavil je roven poméru
rychlosti prislusnych lodi.

Pomeér rychlosti modré a zelené lodi je 4 : 3. Ve stejném poméru jsou vzdalenosti
od pfistavii Mumraj a Zmatek (v tomto potadi). Vzdélenost od Mumraje je 20 km,
tedy vzdalenost od Zmatku je 15 km (20 : 15 =4 : 3).

Trasa mezi pfistavy je dlouhéd 35 km (20 + 15 = 35).
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Z7-1-5

Odcitaci pyramida je pyramida tvorend nezapornymi celymi ¢isly, z nichz kazdé
je rozdilem dvou nejblizsich ¢isel z predchoziho patra (¢teno odspodu nahoru). Zde je
priklad od¢itaci pyramidy:

Vyznacné cislo je nejvétsi ¢islo odcitaci pyramidy. Vytecna pyramida je odcitaci pyra-
mida, kterd ma ve vrcholu 0 a alespon jedno patro tvofené navzajem riznymi ¢isly.
1. Kolik nejméné pater musi mit vytecna pyramida?
2. Které nejmensi vyznacné ¢islo mize byt obsazeno ve vytecné pyramidé s nejmensim
poctem pater?

(K. Jasencdkova)
Napovéda. Jak vypada patro pod vrcholem?

Mozné feSeni. Pokud je ve vrcholu 0, musi byt v predchozim patfe dvé stejné ¢isla.
Kazda vyteéna pyramida musi mit nejméné tii patra.

Vytecna pyramida s nejmensim poc¢tem pater a s nejmensimi moznymi ¢isly vypada
(az na poradi ¢isel na tietim Ffadku) takto:

Nejvétsi ¢islo této pyramidy je 2, a to je také odpovéd na druhou otézku ze zadani
ulohy.

Poznamka. Nejvyssi t¥i patra odéitaci pyramidy s nulou ve vrcholu vypadaji (az na
poradi ¢isel na tfetim fadku) takto:

b—a b b+a
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Z7-1-6

V trojihelniku ABC lezi na strané AC' bod D a na strané BC' bod FE. Velikosti
uhld ABD, BAE, CAE a CBD jsou po tadé 30°, 60°, 20°a 30°.

Urcete velikost thlu AED.

C

A B

Poznamka: obrézek je pouze ilustrativni. (A. Bohinikova)
Napovéda. Hledejte shodné uhly.

Mozné reseni. Velikost thlu ABC je rovna souctu velikosti thla ABD a CBD, tj.
30° + 30° = 60°. V trojuhelniku ABE maji dva vnitini thly velikost 60°, tedy zbyly
thel ma také velikost 60° a trojuhelnik je rovnostranny.

Ptimka BD je osou vnitiniho thlu rovnostranného trojuhelniku ABFE, tedy je také
jeho viskou. Zejména body A a E jsou soumérné podle piimky BD. Usecky AD a ED,
resp. thly FAD a AED jsou proto shodné. Velikost thlu AED je rovna 20°.

C

A B

Poznamka. Podle tdaji ze zadani lze sestrojit trojuhelnik ABC véetné bodt D a E.
To je vhodny zac¢atek pro odhaleni potfebnych souvislosti. ReSeni zalozené na méieni
z obrazku vSak nelze povazovat za vyhovujici.

Pii této ptilezitosti pfipominame, ze ithel 20° (stejné jako mnoho jinych thlt) nelze
sestrojit pouze pomoci pravitka a kruzitka.
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70. ROCNIK MATEMATICKE OLYMPIADY (2020/21)

|. kolo kategorie Z8

Z8-1-1

Myslim si pétimistné ¢islo, které neni délitelné tfemi ani ¢tyfmi. Pokud kazdou
Cislici zvétsim o jedna, ziskdm pétimistné cislo, které je délitelné tremi. Pokud kazdou
¢islici o jedna zmensim, ziskdm pétimistné ¢islo délitelné ¢tyfmi. Pokud prohodim libo-
volné dvé cislice, ¢islo se zmensi.

Jaké ¢islo si muzu myslet? Najdéte vSechny moznosti. (M. Mach)

Napovéda. Umite predem vyloucit nékteré ¢islice na jednotlivych mistech?

MozZné tesSeni. Vlastnost s prohazovanim ¢islic znamena, Ze kazda ¢islice mysleného
C¢isla je vétsi nez nasledujici, resp. mensi nez predchozi. Vlastnost se zvétSenim a zmen-
Senim ¢islic znamend, Ze nejvetsi Cislice je mensi nez 9 a nejmensi cislice je vétsi nez 0.
Celkem tedy plati, ze

1. cislice je mensi nez 9 a vétsi nez 4,

2. ¢islice je mensi nez 8 a vétsi nez 3,

w

. Cislice je mensi nez 7 a vétsi nez 2,

=~

. Cislice je mensi nez 6 a vétsi nez 1,

ot

. Cislice je mensi nez 5 a vétsi nez 0.

Vlastnost s délitelnosti ¢tyimi znamena, Ze posledni dvojc¢isli zmenseného c¢isla je
délitelné ¢tyimi. To spolu s predchozimi podminkami znamenad, Ze posledni dvojcisli
mysleného c¢isla miize byt nékteré z nasledujicich:

51, 43, 31.

Vlastnost s délitelnosti ttemi znamena, ze soucet ¢islic zvétSeného cisla je délitelny
tfemi, tedy soucet cislic mysleného cisla dava po déleni tremi zbytek jedna. Vsechna
mozné myslitelna ¢isla jsou

87643, 76543, 87631, 86431, 76531, 65431.

Z8-1-2

Na zahradé staly tii bedny s jablky. Celkem bylo jablek vice nez 150, avSak méné
nez 190. Maruska premistila z prvni bedny do dvou dalsich beden jablka tak, ze se jejich
pocet v kazdé z téchto dvou beden oproti predchozimu stavu zdvojnasobil. Obdobnym
zplisobem Marta pfemistila jablka z druhé bedny do prvni a tfeti. Nakonec Sarka
podle stejnych pravidel premistila jablka z tfeti bedny do prvni a druhé. Kdyz prisel
na zahradu Vojta, podivil se, ze v kazdé bedné byl stejny pocet jablek.

Kolik jablek bylo v jednotlivych bednich ptivodné? (L. Hozova)

Napovéda. V které bedné bylo po druhém premisténi nejvic jablek?
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MozZné feseni. Po tfetim pfemisténi byl v kazdé bedné stejny pocet jablek, a ten si
oznacime x. Postupné odzadu doplnime pocty jablek v jednotlivych bednéch:

1. bedna 2. bedna 3. bedna
po 3. premisténi x x T
SV 1 1
po 2. premisténi 5T 5T 2x
5 soixo s 1 7
po 1. premisténi 7T e T
o X 13 7 1
puvodné 5 X g 5T

Pocty jablek po kazdém premisténi v kazdé bedné byly celociselné. Tedy = musi
byt nasobkem osmi a 3z (soucet jablek ve vSech bednéch) musi byt ndsobkem 24.
Mezi ¢isly 151 az 189 je jediny nasobek ¢isla 24, a to 168. Tedy = = 168 : 3 = 56
a v bednach piivodné byly néasledujici pocty jablek:
B.56=91, I.56=49, 3-56=28.

Poznamka. Pokud bychom uvazovali odptfedu, potom pocty jablek v bednéch 1ze po-
stupné vyjadrit takto:

1. bedna 2. bedna 3. bedna
puvodné a b c
po 1. pfemisténi a—b—c 2b 2c
po 2. premisténi 2a — 2b — 2c —a+3b—c 4c
po 3. premisténi 4a — 4b — 4c —2a + 6b — 2c¢ —a—b+Tc

Rovnost pocth jablek po tretim premisténi vede k soustaveé rovnic, ktera je pro fesitele
v této kategorii problematicka. Nicméné s predpoklady celociselnosti a, b, c a omezenosti
souctu 150 < a + b + ¢ < 190 ma tato soustava jediné reseni uvedené vyse.

Z8-1-3

V trojuhelniku ABC je bod S stfedem vepsané kruznice. Obsah c¢tytuhelniku
ABCS je roven ¢tyfem pétindm obsahu trojuhelniku ABC. Délky stran trojihelniku
ABC vyjadfené v centimetrech jsou vSechny celoc¢iselné a obvod trojihelniku ABC' je

15 cm.
Urcete délky stran trojuhelniku ABC. Najdéte vsechny moznosti.
(E. Semerddovad)

Napovéda. Umite urcit obsah trojuhelniku pomoci jeho obvodu a poloméru kruznice
vepsané?

Mozné reseni. Trojuhelnik ABC' lze rozlozit na trojuhelniky ABS, BCS a ACS.
Vyska kazdého z téchto trojuhelnikd z vrcholu S je shodna s polomérem vepsané kruz-
nice. Poméry jejich obsahti jsou proto stejné jako poméry délek stran proti vrcholu S.

17



Obdobné lze porovnavat tyto diléi trojuhelniky s celym trojihelnikem ABC' (jehoz
obsah je roven souc¢inu obvodu a poloméru vepsané kruznice).

N

A ' B

Protoze obsah c¢tyfuhelniku ABCS je roven ¢tyfem pétinam obsahu trojihelniku
ABC, zbyva na trojahelnik AC'S jedna pétina obsahu trojuhelniku ABC'. Tedy délka
strany AC' je rovna pétiné obvodu trojuhelniku ABC, coz v nasem ptipadé je 15:5 =
= 3 (cm). Soucet délek zbylych dvou stran je proto 12 cm; v Gvahu pfipadaji nasledujici
dvojice délek stran (uvedeno v cm, bez ohledu na poradi):

1,11; 2,10; 3,9; 4,8, 5,7; 6,6.

Aby uvazované usecky tvorily strany trojuhelniku, musi byt splnény trojihelnikové
nerovnosti. Témto pozadavkiim vyhovuji pouze nasledujici trojice — mozné délky stran
trojihelniku ABC v cm:

3,5,7, 3,6,6.

Z8-1-4

Jitka byla na brigddé s neménnou denni mzdou. Za tii dny si vydélala tolik penéz,
ze si koupila stolni hru a jesté ji 490 K¢ zbylo. Kdyby stravila na brigddé pét dni, mohla
by si koupit dvé takové stolni hry a jesté by ji zbylo 540 K¢.

Kolik korun stala stolni hra? (K. Pazourek)

Napovéda. Pidte se nejprve po Jitéiné denni mzdé.

MozZné reseni. Za tiidenni vyplatu si Jitka koupila jednu hru a zbylo ji 490 K¢, tedy
za Sestidenni vyplatu by si mohla koupit dvé hry a zbylo by ji 980 K¢. Pfitom za pét
dni by vydélala také na dvé hry, ale zbylo by ji jen 540 K¢. Jit¢ina denni mzda proto
byla 440 K¢ (980 — 540 = 440).

7 prvniho udaje dopocitame cenu jedné hry: 3 - 440 — 490 = 830 K¢.

Poznamka. Pokud denni vyplatu oznac¢ime v a cenu hry h, potom lze predchozi tvahy
shrnout nasledovne:

e 3v = h -+ 490, tedy 6v = 2h + 980,
o 5v = 2h + 540, tedy v = 980 — 540 = 440,
o 1 =3v—490 = 3 - 440 — 490 = 830.
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Z8-1-5

Pan Stribrny uspotfadal vystavu. Vystavoval 120 prsteni, které lezely na stolech
podél stén salu a tvorily tak jednu velkou kruznici. Prohlidka zacinala u vchodovych
dvefi v oznaceném sméru. Odtud kazdy tteti prsten v fadé byl zlaty, kazdy ¢tvrty prsten
byl starozitny a kazdy desaty prsten mél diamant. Prsten, ktery nemél zadnou z téchto
t¥i vlastnosti, byl padélek.

Kolik bylo na vystavé zlatych prstenti, které byly starozitné a zaroven mély dia-
mant? Kolik vystavil pan St¥ibrny padélka? (L. Hozova)

Napovéda. Podle jakych pravidel byly rozmistény prsteny s riznymi kombinacemi
tfech zminovanych vlastnosti?

Mozné resSeni. Kazdy 3. prsten byl zlaty, kazdy 4. byl starozitny a kazdy 10. mél
diamant. Tedy

e zlatych prstenii bylo 120 : 3 = 40,

e starozitnych prstend bylo 120 : 4 = 30,

e prstent s diamantem bylo 120 : 10 = 12.

P1i pocitani prstent s vice vlastnostmi nejprve uréime, s jakou pravidelnosti se na
vystavé opakovaly: kazdy 12. prsten byl zlaty a starozitny, kazdy 30. byl zlaty s dia-
mantem a kazdy 20. byl starozitny s diamantem (zde napf. 20 je nejmensim spoleénym
nasobkem ¢isel 4 a 10). Tedy

e zlatych starozitnych prstenti bylo 120 : 12 = 10,
e zlatych prstent s diamantem bylo 120 : 30 = 4,
e starozitnych prsteni s diamantem bylo 120 : 20 = 6.

Daéle kazdy 60. prsten mél vSechny tfi vlastnosti (60 je nejmensim spoleénym né-
sobkem ¢isel 3, 4 a 10), tedy

e zlaté starozitné prsteny s diamantem byly 120 : 60 = 2.

Pii pocitani prstenti s nékterou z uvedenych vlastnosti musime byt obezietni:
10 prstenit bylo zlatych a starozitnych, 2 z nich mély navic diamant, tedy zlatych
starozitnych prstenii bez diamantu bylo 10 — 2 = 8. Obdobné zlatych nestarozitnych
prstenti s diamantem bylo 4 —2 = 2 a nezlatych starozitnych prstenti s diamantem bylo
6—2=4.

Zlatych prsteni s néjakou dodatec¢nou vlastnosti bylo 24+ 8+2 = 12, pritom zlatych
prsteni celkem bylo 40, tedy zlatych nestarozitnych prstent bez diamantu bylo 40—12 =
= 28. Obdobné nezlatych starozitnych prstenti bez diamantu bylo 30 — (2+8+4) = 16
a nezlatych nestarozitnych prstent s diamantem bylo 12 — (2 +2 +4) = 4.

Predchozi pocty a vztahy mtzeme znézornit pomoci Vennova diagramu takto:

zlaté starozitné

A
A
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Prstenti s nékterou ze t¥i sledovanych vlastnosti (tedy prstent, které nebyly pa-
délky) bylo 2 + 8 + 4 + 2 + 28 + 16 + 4 = 64. Padélku proto bylo 120 — 64 = 56.

Poznamka. Pokud zakladni tfi mnoziny prsteni oznacime Z, S a D, potom tvodni
cast predchoziho feseni 1ze shrnout nasledovné:

Z| =40, |S|=30, |D|=12
ZNS| =10, |ZnD|=4, |SND|=6,
ZNSND|=2.

V dalsi ¢asti jsme zjistovali pocet prvki sjednoceni Z U S U D tak, Ze jsme postupné
vyjadfovali poc¢ty prvkit navzdjem disjunktnich* podmnozin (Z N S)\ (Z NS N D),
(ZND)\ (ZNSND) atd., které jsme pak secetli. Stru¢néji 1ze k témuz vysledku dospét
nasledujicim vypoctem:

| ZUSuUD|=|Z|+|S|+|D|—-1ZnS|—-|ZnD|—|SND|+|ZNnSND| =
=404+30+12—-10—4—6+ 2 = 64.

Tomuto vztahu se ptrezdiva princip inkluze a exkluze. K jeho obecnému zdavodnéni
(pFip. dalsimu zobecnéni) staci ovéfit, ze kazdou z disjunktnich ¢asti Vennova diagramu
zapocitavame pravé jednou.

Z8-1-6
Body A, B, C, D a F jsou vrcholy nepravidelné péticipé hvézdy, viz obrazek.
Urcete soucet vyznacenych uhli.

Poznamka: obrazek je pouze ilustrativni. (L. Hozova)
Napovéda. Jaky je soucet vnitinich thla v trojuhelniku?

MozZné FesSeni. Pomoci vyznacenych thlua lze vyjadrit vSsemozné dalsi thly v daném
mnohotuhelniku. Takto zacneme a pokusime se zjistit néco o hledaném souc¢tu. Vyzna-
¢ené uhly a zbylé vrcholy mnohothelniku oznacime nasledovneé:

* Disjunktni mnoziny jsou mnoziny s prazdnym prinikem, tedy mnoziny bez spole¢ného prvku.
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Uhel LK O je vnitfnim tthlem trojahelniku BK D, tedy lze vyjadfit jako 180°—3—4.
Uhel LK A je doplitkovym tihlem k tthlu LK O, resp. vnéjsim tihlem trojuhelniku BK D,
tedy je roven 8 + §. Obdobné tthel KL A je roven v + € atd.

Soucet vnitinich thli v trojuhelniku AK L je pravé hledanym sou¢tem vyznacenych
uhlu:

a+B+v+d+e=180°.

Poznamky. V predchozim feSeni jsme se soustiedili na vyjadfeni thla v cipu hvézdy
s vrcholem A. Tentyz vysledek dostavame v kterémkoli jiném cipu.

Prestoze vyznacené tthly mohou byt velmi rtiznorodé, jejich soucet je vzdy stejny.
To je dtisledkem podobné nesamoziejmého tvrzeni o souctu hlt v trojahelniku. Toto
tvrzeni bude jisté v pozadi jakéhokoli jiného feseni tilohy. Napi. je mozné vyuzit souctu
vnitfnich thli obecného mnohouhelniku: n-thelnik 1ze rozdélit (raznymi zpusoby) na
n — 2 trojuhelniky, tedy soucet jeho vnitinich thla je (n — 2) - 180°.
Jiné resSeni. Soucet vnitfnich thla pétithelniku K LM NO je roven 3 - 180° = 540°.
Obdobneé jako v feseni uvedeném vyse lze vnitini thly u vrchola K, L, M, N, O vyjadrit
po tadé jako

180° -3 —0, 180°—~v—¢, 180°—-90—«, 180°—ec—p3, 180° —a —1.
Celkem tak dostavame

5-180° — 2(a+ B+ 7+ 0 +¢) = 540°,
20+ B+~v+d+¢) =360,
a+B+v+4§+e=180°.
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70. ROCNIK MATEMATICKE OLYMPIADY (2020/21)

|. kolo kategorie Z9

Z9-1-1

Slavéna si napsala barevnymi fixy ¢tyfi rtizna prirozena cisla: cervené, modré, zelené
a zluté. Kdyz cervené cislo vydéli modrym, dostane jako neuplny podil zelené cislo
a zluté predstavuje zbytek po tomto déleni. Kdyz vydéli modré cislo zelenym, vyjde ji
déleni beze zbytku a podilem je ¢islo zluté. Slavéna prozradila, ze dvé z jejich ¢tyT cisel
jsou 97 a 101.

Urcete ostatni Slavénina ¢isla a prifadte jednotlivym ¢islim barvy. Najdéte vSechny
moznosti. (M. Petrova)

Napovéda. Které z uvedenych barev nemohou mit ¢isla 97 a 1017
Mozné feseni. Cisla si ozna¢ime poc¢ate¢nimi pismeny podle jejich barvy, tedy ¢, m,
z, Z. Informace o déleni pak mutZeme zapsat takto:

c=m-z+2, m==z-2z.

Protoze c¢isla maji byt navzajem riznéa, z druhé rovnosti plyne, Ze z ani Z neni 1.
To znamena, ze m je Cislo slozené. Dosazenim druhé rovnosti do prvni dostavame

e=2"2+2=(2+1) z

Z predchoziho vime, Ze jak 224 1, tak # nejsou 1, tedy také ¢ je ¢islo slozené. Vzhledem
k tomu, ze obé cisla 97 a 101 jsou prvocisla, nemiize byt zadné z nich ani modré, ani
cervené.

Jedno z ¢isel 97 a 101 je proto zluté a jedno zelené. Zbyla ¢isla dopocitame z Gvod-
nich vztahi:

Z z m c

97 101 9797 989 594

101 97 9797 950410

Poznamka. Ulohu Ize fesit také postupnym zkousenim moznosti: dvojice znamych ¢isel
se dosadi do ivodnich rovnosti a ovéri se existence zbylé dvojice ¢isel. Napt. dosazeni
¢ =101 a m = 97 urcuje z prvni rovnosti z = 1 a Z = 4, coz vSak nevyhovuje rovnosti
druhé. Timto zptisobem by se muselo probrat 12 moznosti.

Jakykoli dodate¢ény postieh mize snizit pocet moznosti k ovéfovani. Napf. (vedle
podminek uvedenych v pfedchozim feSeni) plati, Ze ¢ je vétsi nez kterékoli ze zbylych
Cisel a m je vétsi nez z a Z. Zejména nemuze byt ¢ = 97 a touto moznosti se neni tfeba
zaobirat.
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79-1-2
Najdéte vSechny dvojice nezapornych celych ¢isel z a jednomistnych prirozenych
Cisel y, pro kterd plati
x
—+1=2ay.
Y

Zapis na pravé strané rovnosti znaci periodické ¢islo. (K. Pazourek)

Napovéda. Existuje néjaka souvislost mezi desetinnymi rozvoji ¢isel % +1la i?
Mozné feSeni. Aby %—i— 1 bylo periodické ¢islo s jednomistnou periodou, musi byt také
% periodické ¢islo s jednomistnou periodou. Protoze % =x- i,
platit také pro ¢islo i Mezi prirozenymi Cisly 1 az 9 je tato podminka splnéna pouze

ve tfech pripadech, které postupné probereme:

musi tatdz podminka

e Proy =3 je é = 0,3. Tedy diskutovana rovnost je tvaru

coz po upraveé dava x = 1.

e Proy =6 je % =0,16. Tedy 0,6 = 10- £ — 1 = 2 a diskutovana rovnost je tvaru

1
6 3

S P
i =2 =,
6 3

coz tpravé dava = = 2. To ovSem neni celé &islo.

e Proy =9 je % =0,1. Tedy 0,9 =9 - % = 1 a diskutovana rovnost je tvaru

@3]

T
S4l=x41,
9 T

coz po upravé dava x = 0.
Uloha m4 dvé feSeni: x =1,y =3 ax =0,y =9.

Poznamky. Protoze % =0,1, je & = 0,7 a diskutovanou rovnost lze vyjadrit jako

T )
—+1l=24 =
Y 9
Pro kazdé jednomistné prirozené cislo y staci dotesit prislusnou linedrni rovnici a ovérit
nezapornost a celociselnost x. Takto dostaneme dvé feseni uvedend vyse.
Predchozi rovnost je mozné dale upravovat, napt. takto:

9x+9y:9xy+y2
r +y—ay) =y

Pro libovolné celd ¢isla x a y je vyraz na pravé strané délitelny 9. Tedy také ¢islo 2
musi byt délitelné 9, procez ¢islo y musi byt délitelné 3. Mezi ¢isly 1 az 9 staci ovérovat
pouze y = 3, 6 a 9. Takto jsme dospéli k témuz omezeni moznosti jako v postupu
uvedeném vyse.
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Z9-1-3
bodu T v osové soumérnosti podle pifimky AB a bod N je obrazem bodu T v osové
soumernosti podle piimky BC'.

Urcéete pomér obsahii trojuhelniki ABC a TRN. (E. Semerddovad)

Vv

YV

Mozné feSeni. V rovnostranném trojuhelniku je tézisté prusecikem vysek. Obrazy

Vvev

(prodlouzenych) téznicich ¢ili vyskach. Zejména trojice bodu C, T, R, resp. A, T, N lezi
na primkach. Priseciky téchto piimek se stranami trojuhelniku oznacime S, resp. P.

Vv

|CT| =2|TS|, resp. |AT|=2|TP|.
V osové soumeérnosti jsou vzdalenosti vzoru a obrazu od osy stejné, tedy
|TR| =2|T'S|, resp. |T'N|=2[TP|.

Celkem odtud vyvozujeme, Ze dvojice usecek CT a TR, resp. AT a T'N jsou shodné.
Navic (vrcholové) thly ATC a NTR jsou shodné, tudiz trojuhelniky TC A a TRN jsou
shodné (podle véty sus), zejména maji stejny obsah.

Pomér obsahi trojihelnikt ABC a TRN je stejny jako pomér obsahti trojuhel-
nikiai ABC a ACT. Trojuhelniky ABC a ACT maji spoleénou stranu AC' a odpovidajici
vysky v poméru 3 : 1; v tomtéz pomeéru jsou také jejich obsahy. Pomér obsahti troja-

helnikit ABC' a TRN je 3 : 1.

Vvew

tohoto poznatku lze ilohu dofesit s pouzitim dalsich vlastnosti plynoucich ze zadéni,
napr.:
e Trojuhelnik ABC' je tvoren tfemi navzajem shodnymi trojuhelniky ABT, BCT
a ACT, prip. Sesti trojuhelniky, z nichz kazdy je shodny s trojuhelnikem 7T'SB.
e Trojuhelniky TTRB a T'N B jsou rovnostranné, navzajem shodné.
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o Ctyithelnik TRBN je kosoétverec, ktery je tthlopiickami rozdélen na étyfi troju-
helniky, z nichz kazdy je shodny s trojihelnikem 7'SB.

Odtud pomér obsahti trojihelniki ABC' a TRN je6:2=3:1.

Z9-1-4

Na zdi byla napsana dvé stejna pétimistna cisla. Pat pred jedno z téchto cisel
pripsal jednicku, Mat pfipsal jednicku za to druhé. Tim dostali dvé Sestimistné cisla,
z nichz jedno bylo tfikrat vétsi nez druhé.

Ktera pétimistna ¢isla byla puvodné napsana na zdi? (L. Hozova)
Napovéda. Které z nové vzniklych ¢isel bylo vétsi?

MozZné fFeseni. Obé nova ¢isla méla stejny pocet Cislic a vétsi bylo trikrat vétsi nez to
druhé. Vétsi cislo tedy nemohlo zac¢inat jednickou — bylo to ¢islo Matovo.

Pivodné napsana pétimistna ¢isla oznac¢ime x. Patova tiprava dava ¢islo 100 000+,
Matova tprava dava c¢islo 10z + 1 a plati

10z + 1 = 3(100000 + ),
Tx = 299999,
x = 42857.

Na zdi bylo ptvodné napsano dvakrat cislo 42 857.

Poznamky. Pokud bychom predpokladali, Ze Patovo nové ¢islo bylo vétsi nez Matovo,
potom bychom dostali
100000 4+ = = 3(10z + 1),

99997 = 29x.
To vsak nevede k celoéiselnému feseni (zbytek po déleni 99997 : 29 je 5).

Ulohu je mozné resit jako algebrogram. Obé uvedené moznosti odpovidaji po radé
nasledujicim zadanim:

labcecde abcdel
X 3 X 3
abcdel labcecde

V prvnim piipadé postupné neptfimo dopliujeme e = 7, d =5, c =8, b = 2, a = 4,
coz odpovidé Teseni uvedenému vyse. Ve druhém pripadé postupné primo doplnujeme
e=3,d=9,¢c=17,b=3,a =1, coz vSak vede ke sporu: prvni cislice ve vysledku
vychézi 4 a nikoli pfedepsanéa 1.

Z9-1-5

Na htisti jsou nakresleny tii stejné€ velké kruhy, z nichz zadné dva nejsou totozné.
Rozmistéte 16 divek tak, aby v kazdém kruhu stalo 9 divek.

Najdéte alespon osm podstatné riznych rozmisténi, tj. takovych rozmisténi, pri
kterych se nerozlisuji divky ani kruhy. (Zaména jednotlivych divek, pfip. celych kruhu
s divkami dévé rozmisténi, které neni podstatné rizné od puvodniho.) (L. Hozovd)
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Napovéda. Mohou nékteré divky byt soucasné ve vSech tiech kruzich? Pokud ano,
kolik nejvice?

Mozné reseni. Divky v kruzich predstavuji prvky v mnozinach: hledame tfi mnoziny
po 9 prvcich, jejichz sjednoceni ma 16 prvki. Vztahy mezi mnozinami znézornime
nasledovné (pismena a az g oznacuji po¢ty prvka v pfislusnych podmnozinach):

a
(A

Staci se soustiedit pouze na b, d, e, f, nebot zbylé tfi nezndmé jsou témito étyfmi
zcela urceny:

a=9—-b—e—d, c=9-b—e—f, g=9—-d—e—f. (1)
Pomoci téchto vztaht také dostavame omezeni
a+b+c+d+e+f+9g=27T—-b—d— f—2e =16,

tedy
b+d+ f+2e=11. (2)

Diskuzi mtzeme vést vzhledem ke spolecnému priniku vSech tfi mnozin; z omezeni
(2) plyne, Ze e nemtze byt vétsi nez 5. Postupné probereme vSechny mozné hodnoty
e a pro kazdou z nich najdeme nezaporna celd ¢isla b, d, f, kterd vyhovuji omezeni (2)
a pro ktera ¢isla v (1) jsou téz nezdporné. Trojice b,d, f nas zajimaji az na potadi,
takze si je pro poradek vhodné uspordddme (zdména poradi vede k feSeni, které neni
podstatné rizné od ptivodniho):

Pro e = 5 dostavame b+ d + f = 1, tedy

b d f a c g
1 0 0 3 3 4

Pro e = 4 dostavame b+ d + f = 3, tedy

b d f a c g
3 0 0 2 2 5
2 1 0 2 3 4
1 1 1 3 3 3
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3 dostavame b+ d + f = 5, tedy

Proe

Pro e = 2 dostavame b+ d + f = 7, tedy

Pro e =1 dostavame b+ d 4+ f = 9, tedy
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Pro e = 0 dostavame b+ d + f = 11, tedy

b d f a c g
7 2 2 0 0 )
6 3 2 0 1 4
5 4 2 0 2 3
) 3 3 1 1 3
4 4 3 1 2 2

Pripadné znazornéni jednotlivych feseni je nabiledni. Pro priklad uvadime rozmis-
téni odpovidajici jedinému feSeni v pripadé e = 5:

a
%A

Poznamky. Osm podstatné ruznych feseni lze také najit prostym (trpélivym) zkou-
senim. V tomto duchu miize byt prehlednéjsi v dané Sestnactiprvkové mnoziné vybirat
tfi devitiprvkové podmnoziny tak, aby zadny prvek neztistal na ocet. Napt. vySe zna-
zornéné reseni odpovidéa nasledujicimu vybéru:

L

Obecny vztah mezi pocéty prvki mnozin, jejich priniky a sjednocenim popisuje
tzv. princip inkluze a exkluze, viz poznamky za reSenim ulohy Z8—I1-5.
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79-1-6

Josef a Marie objevili na dovolené pravidelny jehlan, jehoz podstavou byl ¢tverec
o strané 230m a jehoz vyska byla rovna poloméru kruhu se stejnym obvodem jako
podstavny ¢tverec. Marie oznacila vrcholy ¢tverce ABCD. Josef vyznacil na primce
spojujici bod B s vrcholem jehlanu takovy bod F, Ze délka lomené cary AEC byla
nejkratsi mozna.
Urcete délku lomené cary AEC' zaokrouhlenou na celé centimetry.
(M. Krejcovd, F. Steinhauser)

Napovéda. V jakém vztahu byly tsecky AE a CE vzhledem k pfimce spojujici bod
B s vrcholem jehlanu?

Mozné teSeni. Kvili lepsi prehlednosti si situaci ze zadani znazornime:

V

A g
B

Lomené ¢ara AEC je nejkrat$i, kdyz se po rozvinuti plasté jehlanu do roviny jevi
jako usecka:

V

I

B

Usecky AV a CV jsou shodné a stejné tak tsetky AB a CB. Tedy po rozvinuti
plasté do roviny jsou body A a C' soumérné podle piimky BV, zejména tsecka AC je
k této pfimce kolméa. Délka nejkratsi mozné lomené c¢ary AEC je rovna dvojnasobku
velikosti vysky trojuhelniku ABV z vrcholu A, a tak ji také urcime.

Trojuhelnik ABV je rovnoramenny, velikost jeho zdkladny zname, ramena jsou
pfeponami pravouhlych trojihelnikd, jejichz jedna odvésna je polovinou tuhlopiicky
podstavného ¢tverce a druhé odvésna je vyskou jehlanu:
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Polovina thlopticky podstavného ¢tverce ma (podle Pythagorovy véty) velikost

V2

|AS| = = |AB| = 162,635 m.

Vyska jehlanu ma (podle informace ze zadani o obvodech) velikost
4 .
|SV| = — |AB| = 146,423 m.
27

Hrany prochézejici vrcholem jehlanu maji (podle Pythagorovy véty) velikost

|AV| = \/|AS|2 + |SV|2? = 218,837 m.

Nyni zname vSechny strany trojihelniku ABV. Jeho vysku z vrcholu A muzeme
vyjadrit pomoci vysky z hlavniho vrcholu V' a dvojiho vyjadieni obsahu tohoto trojua-
helniku:

v

/\;E
P

B

Trojuhelnik ABV je soumérny podle vysky jdouci hlavnim vrcholem. Tato vyska
ma (podle Pythagorovy véty) velikost

1
VP| = \/|AV|2 — SIABJ? = 186,184m.

Obsah trojuhelniku ABV je roven 3|AB|-|VP| = 1|BV|-|AE| = 1|AV| - |AE|, tedy
vyska z vrcholu A ma velikost

[AB| - [V P|

AE| =
|AE] AV

= 195,681 m.
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Délka nejkratsi mozné lomené cary AEC je
|AEC| = 2|AE| = 391,362 m,

tj. ptiblizné 391 m a 36 cm.

Poznamky. Uvodni postieh s rozvinutjm plastém jehlanu lze nahradit nasledujici tva-
hou: Trojuhelniky ABV a BC'V jsou shodné, tedy i isecky AE a EC jsou shodné a délka
lomené cary AEC je rovna dvojnasobku délky tisecky AE. Ta je nejkratsi mozna, pokud
je k pfimce BE kolma. Staci tedy urcit vysku trojuhelniku ABV z vrcholu A.

V uvedeném feseni tlohy miuize diky pribéznému zaokrouhlovani dochazet k ne-
zédoucimu hromadéni chyby. Proto jsme radéji zaokrouhlovali na celé mm. Vsechny
predchozi veli¢iny je téZ mozné vyjadiit obecné pomoci |AB| a dosazovat teprve do
konecného vyrazu. Takto postupné po tpravach dostavame:

w2+ 8 /72 + 16 | 2 416
AV] = - |AB P|=1\/——— " |AB AFE| = \| ——— - |AB|.

Bézné pouzivana pribliznad hodnota m = % vede ve vysledku k chybé mezi 2 a 3 cm.

Porovnanim celkovych rozmért a proporci jehlanu to vypada, ze Josef a Marie byli na
dovolené v Egypté u Cheopsovy (resp. Chufuovy ¢i Velké) pyramidy.

K vyjadfeni vysky trojuhelniku lze také dospét se znalostmi goniometrickych
funkci, jejich zékladniho vztahu ((sin3)? + (cos8)? = 1) a kosinové véty (JAV|? =
= |AB|* + |BV|?> — 2|AV| - |[BV| - cos ). Tyto znalosti v dané kategorii nemtizeme
predpokladat, avsak zvidavi feSitelé se s nimi mohou seznamit, pfip. porovnat tento
pristup s ostatnimi.
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