75. ROCNIK MO (2025/2026) ITI. KOLO KATEGORIE A

1. Pro redlnd ¢isla x a vy jsou ¢isla x +1vy a x> + y? celd. Je nutné i ¢islo 3 4+ y3 celé?
(Tomé&s Béarta)

RESENT. Pro z = 3(1+V3) ay = §(1 —V3) plati z + y = 1,
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Tedy za danych podminek nemusi 22 + 3 byt celym ¢isel.

KOMENTAR. Prestoze je podané feseni tiplné, vysvétlime, jak dvojici z, y najit.

Plat{ 2® + 3 = (z +y)3 — 322y — 32y® = (v + ) — 3zy(z + y). ProtoZe x + y je celé
éislo, je i (z+1)? celé éislo. To znamend, Ze 23 + 13 je celé &islo, prave kdyz 3zy(z +1v) je
celé &slo. Déle (z + y)? = 22 + y? + 2zy, odkud vyjadifme zy = 3[(z + y)? — (2% + ¢?)].
Cisla (z + y)? a 22 + y? jsou celd a pokud budou mit réiznou paritu, pak bude zy ve
tvaru %m, kde m je liché celé ¢islo. Plati tak 3zy(z +vy) = %m(:p +vy), tedy pokud = +y
bude liché ¢&islo, pak 3xy(x + y) nebude celé éislo, a proto ani 22 + y® nebude celé é&islo.
Stadi tedy najit takova redlna éisla z, y, aby = + y bylo liché ¢&islo a 22 + 32 sudé éislo.
Napiiklad volbou = +y = 1 a 22 + y? = 2 vyfeSenim kvadratické rovnice po dosazeni
y =1 — z dostaneme z = (1 4+ v/3) ay = 1(1 — v/3) z uvedeného fedeni.

POZNAMKA. Je také mozné vyjadiit 23 + y® pouze pomoci x + y a 2% + 32, Jelikoz
zy = 3[(z+y)? — (22 +y?)], tak po dosazeni do 2®+y* = (z+y)® — 3zy(z +y) a nésledné
upraveé dostaneme

g BB ) )

Jednoduchym rozborem parit ¢isel z 4y a 22 +y? vidime, Ze 23 + y> neni celé &islo prave
tehdy, kdyz je x + y liché a 22 4 y? sudé &islo.

PoOzZNAMKA. Dvojice redlnych ¢isel , y, pro néz jsou &isla x + v a 22 + y? celd, ale
&islo 23 + y? celé nent, jsou préavé dvojice {z,y} = {3(s+ /7). 2(s — /r)}, kde s je liché
celé cislo a r je nezaporné celé cislo, které pri déleni 4 dava zbytek 3.

Za Uplné feseni udélte 6 bodu. V neuplnych fesenich ocente ¢astecné kroky z vyse popsanych postupt
nasledovné:

Al. Vyjadieni 22 + 32 = (v +y)® — 3zy(x +y), kde €len 3xy(x +y) je zapsan v souc¢inovém tvaru: 1 bod.
B1. Vyjadieni soucinu zy = [(z + y)? — (22 + y?)]: 1 bod.

B2. Diikaz, ze pokud = + y a x2 + y? maji riznou paritu, pak xy neni celé &islo: 3 body.

C1. Vyjadfeni souc¢tu 23 + 3 jen pomoci z + y a 22 + y? (tedy bez vyskytu xy a podobné): 2 body.
X1. Spravné odpovéd bez zdtvodnéni: 0 bodi.

Celkem za neuplnd feseni udélte max(Al + B1, Al 4+ B2,C1) bodu.
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2. Dokazte, Ze pro nekonecné mnoho celyjch cisel D existuji dveé nesoudélnd kladnd celd
¢isla a, b, pro kterd je D nejvétsim spolecnym délitelem cisel 5a® + b a 5b* + a.
(Tomas Bérta)

KOMENTAR. Pro pfirozend ¢isla a, b oznaéme D(a,b) jejich nejvétsiho spolecného
délitele. Nasim tukolem je dokazat, Ze mnozina

A = {D(5a® + b,5b* +a) | a,b € N,D(a,b) = 1}

je nekoneéna. V prvnim feseni ukézeme, Ze A obsahuje (nekonecnou) rostouci posloup-
nost, ve druhém, ze ke kazdému prvocislu p riznému od 5 existuje prvek mnoziny A,
ktery je nasobkem p, a ve tretim, ze ke kazdému ¢islu a, které po déleni 5 dava zbytek 1,
existuje prvek mnoziny A, ktery je nasobkem a.

RESENT. V tomto fesenf uvedeme piiklad nekone¢né mnoha dvojic (a, b) nesoudélnych
¢isel, pro kterd vyjdou hodnoty D(5a? + b, 5b* + a) navzdjem riizné. Konkrétné ukazeme,
7e vyhovuji dvojice (a,b) = (a, 125a% — a? + 1), kde a je libovolné pfirozené é&islo, a 7e pro
né je D(5a® + b,5b* + a) = 12543 + 1.

Nejprve vyjadifme D(5a?+b, 5b* +a) jako nejvétstho spole¢ného délitele dvou vyraz,
z nichz jeden obsahuje pouze proménnou a. K tomu vyuzijeme vztah, ktery se pouziva
pri Eukleidové algoritmu: pro libovolna celd ¢isla w, v, ¢ plati D(u,v) = D(u,v + ¢ - u).
Po prvnim pouziti dostaneme

D(5a* + b, 5b° + a) = D(5a* + b,5b* + a — 5b - (5a* + b)) =
= D(5a% + b, —25ab + a).

Po druhém pouziti

D(5a* + b, —25a*b + a) = D(5a* + b, —25a%b + a + 25a* - (5a* + b) =
= D(5a® 4 b, 125a* + a).

Zvolme b = 125a® — 5a? + 1, neboli 5a®> + b = 125a® + 1. Protoze a = 1, plati
125a® — 5a% + 1 = 5a?(25a — 1) + 1 = 1, tedy b je kladné celé ¢islo. Také ziejmé plati, ze
¢isla a a 125a3 — 5a® + 1 jsou nesoudélnd. Zkoumany nejvétsi spoleény délitel mé hodnotu

D(5a* + b, 125a* + a) = D(125a> + 1,a(125a® + 1)) = 125a® + 1.

Jelikoz 125a3 + 1 je rostouci funkce v proménné a, tak nabyva pro celd nezdporna ¢isla a
nekonecné mnoha hodnot. Takze mnozina A je nekonecna.

JINE RESENI. V tomto FeSeni ukdZeme, Ze mnoZina
A = {D(5a® + b,5b* +-a) | a,b € N,D(a,b) = 1}

obsahuje nasobky nekoneéné mnoha riznych prvocisel. Z toho jiz plyne, Zze mnozina A je
nekonecna — v koneéné mnoziné ma totiz kazdy prvek jen koneéné mnoho déliteld, takze
konecnéd mnozina muze obsahovat nasobky jen konec¢né mnoha riiznych cisel.

Uvazujme libovolné prvocislo p # 5. Najdeme dvojici (a,b) nesoudélnych ¢isel, pro
kterou plati p | D(5a2 + b, 5b® + a). Jelikoz prvoéisel je nekoneéné mnoho, bude tim kol
vyTesen.
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Zaméfme se na takové dvojice (a,b), ve kterych plati b = a + p. Potom
5a> + b= (5a® +a) +p a 50% +a = 5(a + p)* 4+ a = (5a* + a) + p(10a + 5p).

Aby prvoéislo p délilo obé &isla 5a% + b i 56% + a, stadf zajistit, Ze p | 5a® +a = a(5a + 1),
tedy, Ze a nebo 5a + 1 jsou nasobkem p.

e Pokud zvolime a jako nasobek prvocisla p, bude i b = a + p nasobkem p a ¢isla a, b
tak nebudou nesoudélna.

e Ukédzeme, ze pokud zvolime a tak, ze p | ba + 1, pak ¢isla a, b jsou nesoudélna:
Predpokladejme, ze existuje prvocislo ¢, které déli a i b = a+p, tedy déliib—a = p.
JelikoZ ¢ je prvocislo, pak nutné ¢ = p. Avsak p | 5a + 1 a zdroven plati ¢ | a, takze
ip|a. Plati tak p|ba+1—5-a =1, coz je ve sporu s tim, ze p je prvocislo. Proto
jsou ¢isla a, b nesoudélna.

Zustava pro nekonecné mnoho prvocisel p najit a tak, ze p | ba + 1. M4 platit
kp = 5a + 1 pro vhodné celé ¢islo k, tedy hleddme a ve tvaru a = %(kp —1). Rozlisime
¢tyti pripady podle zbytku prvocisla p po déleni ¢islem 5:

e Pokud p=1 (mod 5), staci zvolit k = 1, pak a = %(p —1) je celé.

e Pokud p =2 (mod 5), zvolime k = 3 (nebot 3-2 =6 = 1), pak a = £ (3p — 1) je

celé.

e Pokud p =3 (mod 5), zvolime k = 2 (nebot 2-3 =6 = 1), pak a = +(2p — 1) je
celé.

e Pokud p =4 (mod 5), zvolime k = 4 (nebot 4-4 = 16 = 1), pak a = 3(4p — 1) je
celé.

V kazdém pripadé je citatel délitelny 5 a kladny, takze a je kladné celé ¢islo a plati
b5a + 1 = kp, tedy p | ba + 1.

Pro kazdé prvodislo p # 5 jsme tak nasli dvojici (a, b) nesoudélnych ¢isel, pro kterou
plati p | D(5a® + b, 5b® + a). Odtud plyne, ze A je nekone¢na.

P0ozNAMKA. Konec druhého feSeni lze zkratit, pouzijeme-li zndmé tvrzeni (tzv.
Dirichletovu véta o aritmetickych posloupnostech®, Ze prvocisel kazdého z tvaru p =
=bk+1,p=>5k+2 p=>5k+3, p=>5k+4 je nekonecné mnoho. Potom misto rozliseni
¢tyT pripadt staci uvazit libovolny jeden z nich.

JINE RESENI. UkéaZeme je$té variaci na druhé feseni, kde misto uvazovani prvocisel
ukazeme, ze A obsahuje nasobek kazdého d¢isla tvaru 5k + 1, kde k € N.
Uvazme dvojice (a,b) = (a,6a + 1). Tato ¢isla jsou zfejmé nesoudélnd. Potom

5a> +b=>5a>+6a+1= (5a+1)(a+1)
a
56* +a = 5(6a +1)? +a = 5(36a® + 12a + 1) +a = 180a® + 61a + 5 = (5a + 1)(36a + 5).

To znamen4, Ze D(5a® + b, 5b® + a) je ndsobkem ¢&isla 5a + 1. JelikoZ ¢isel tvaru 5a + 1 je
nekonecné mnoho, lze feseni dokoncit stejné jako v prvnim odstavci predchoziho feseni.

* O této vété se muzete dozvédét vice napi. zde.
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Za 1lplné feseni udélte 6 boda.
V netplnych feSenich, kterd postupuji podobné jako prvni uvedené vzorové feseni (tj. vyjadiuji

D(5a? + b, 5b? + a) piesné, typicky pomoci Eukleidova algoritmu) udélte ¢dsteéné body nésledovné:

Al. Vyjadteni D(5a?+b,5b* +a) = D(5a%2+b, P(a)), kde P(a) zavisi pouze na a (napi. P(a) = 125a*+a):
3 body.

A2. Popis nekoneéné mnoha nesoudélnych dvojic (a, b), pro které vyjdou riizné hodnoty D(5a2+b, 5b*+a),
véetné zdiivodnéni (napf. (a,b) = (a,125a — 5a? + 1)): 6 bodii.

X1. Chybéjici zdtivodnéni, ze zkonstruovana ¢isla a, b jsou nesoudélna: —1 bod.

Celkové udélte max(Al, A2 + X1) bodu.

V netdplnych fesenich, kterd postupuji podobné jako druhé a tieti vzorové Feseni (tj. ukazuji, ze
mnozina A obsahuje ndsobky nekone¢né mnoha ruznych ¢isel d) udélte ¢dsteéné body nédsledovné:

B1. Diikaz, 7e pokud d | 5a® + b a d | 5b* + a, pak d | (a — b)(5a + 5b — 1): 1 bod.

B2. Ditkaz, ze pokud d | 5a®> +b a d | 5b% + a, pak d | Q(a), kde Q(a) zavisi jen na a (napf.
Q(a) = 125a* + a): 2 body.

B3. Dikaz, ze mnozina A obsahuje ndsobky nekoneéné mnoho ¢isel d (napf. uvazenim dvojic (a,b) =
=(t(p—1),2(p—1)+p), kde p = 5k + 1 je prvoéislo, nebo uvdzenim dvojic (a,b) = (a,6a + 1)):

4 body.

C1. Dokonceni feseni za predpokladu, ze A obsahuje ndsobky nekoneéné mnoha ¢isel d: 2 body.

Celkové udélte max(B1,B2,B3) + C1 bodu.

Céstecné body ziskané z riznych schémat nelze kombinovat.
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3. Je ddn konvezni Sestiihelnik ABCDEF takovy, ze |AB| = |BC|, |CD| = |DE| #
£ |AD|, |EF| = |FA| a |¥BDC|+ |¥EDF| = |<FDB|. Dokajte, %

|<CBA| + |<EDC| + |<AFE| = 360°.
(Patrik Bak)

RESEN{. Z predpokladu tlohy o velikostech whld |$BDC| + |*EDF| = |<FDB]
dostavame, ze obraz poloptimky DC' v osové soumérnosti podle BD je totozny s obrazem
poloprimky DE v osové soumérnosti podle DF (obr. 1). Odtud spolu s predpokladem
|CD| = |DE| plyne, ze obraz C’ bodu C' v osové soumérnosti podle BD je totozny
s obrazem bodu E v osové soumérnosti podle DF', pricemz plati |DC’| = |DC| = |DE| #
# |DA|. Jelikoz |[DC’| # |DA|, body A a C' jsou ruzné. Z vlastnosti osové soumérnosti
plati |BC'| = |BC| = |BA| a |C'F| = |EF| = |FA|. Jelikoz body A, C” jsou ruzné, plyne
odtud, zZe jsou soumérné sdruzené podle primky BF'.

Jelikoz bod C’ je soumérné sdruzeny s body A, C', E po fadé podle piimek BF, BD,
DF a Sestitthelnik ABCDEF je konvexni, bod C’ lez{ uvniti trojihelniku BDF'. Plati
tak

|<BC'D| + |4 FC'B| + |<DC'F| = 360°.

Z osovych soumérnosti dale dostavame
|«DCB| + |<BAF| + |<FED| = |4<BC'D| + | FC'B| + |9« DC'F| = 360°.
Soucet vnitinich thla Sestithelniku ABCDEF je 720°, a proto

|<CBA| + |<EDC| + |<AFE| =720° — (|<DCB| + |<BAF| + |<FED|) =
= 720° — 360° = 360°,

jak jsme méli dokazat.

B A=C

Obr. 2



75. ROCNIK MO (2025/2026) ITI. KOLO KATEGORIE A

PozNAMKA. Podminka |AD| # |CD| = |DE| je nezbytna. V ptipadé |AD| = |CD| =
= |DE| bude C’ totozny s bodem A a platilo by |<<BAF| = |<FED| + |<DCB|
misto |[SFED| + |<BAF| 4+ |<DCB| = 360°. Lze tak ukézat, ze dokazované tvrzeni
|SCBA| + |<EDC| + |<AFE| = 360° v tomto pfipadé nemusi platit, viz obr. 2.

Za Uplné feseni udélte 6 bodl. V neuplnych fesenich ocente ¢asteéné kroky z vyse popsaného postupu
nasledovné:

Al. Uvedeni, Ze obraz piimky CD v osové soumérnosti podle BD je totozny s obrazem piimky DE
v osové soumérnosti podle DF': 1 bod.

A2. Zdivodnéni, ze obraz bodu C' v osové soumérnosti podle BD je totozny s obrazem bodu E v osové
soumérnosti podle DF': 2 body.

B1. Dtuikaz, Ze jsou body A a C' osové soumérné podle BF: 2 body.

X1. Chybéjici zduvodnéni, Ze jsou body A a C’ rizné: —1 bod.

C1. Dokonceni feseni za predpokladu A2, B1: 2 body.

Celkové za nedplnd feseni udélte max(Al, A2) + max(B1 + X1,0) + C1 bodu.
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4. Podél kruznice jsou mapsdna alespon ctyri redlnd cisla. Plati, Ze v kaZdé trojici
sousednich cisel je jedno z nich souctem zbylych dvou. Dokazte, Ze nekterd dvé ze
vsech napsanych cisel maji stejnou absolutni hodnotu. (Josef Tkadlec)

RESEN{. Ulohu dokézeme sporem. Predpokladejme, ze lze ¢isla napsat tak, ze zadna
dvé nemaji stejnou absolutni hodnotu. Podivejme se na trojice sousednich cisel ve sméru
hodinovych rucic¢ek. Trojici (a, b, ¢) nazveme typu L, pokud plati a = b+ ¢, typu S, pokud
plati b = a + ¢, a typu P, pokud plati ¢ = a + b. Vezméme libovolnou ¢tverici sousednich
¢isel (a, b, ¢, d) a zkoumejme piipady podle toho, jakého typu jsou trojice (a, b, ¢) a (b, ¢, d).

e (a,b,c) je typu S, tedy b = a + c.
- Pokud by byla (b, ¢,d) = (a + ¢, ¢,d) typu L, pak a + ¢ = ¢ + d, takze a = d, coz
je ve sporu s predpokladem.
- Pokud by byla (b,¢,d) = (a + ¢,¢,d) typu S, pak ¢ = a + ¢+ d, tedy a = —d,
takze i v tomto pripadé dostavame spor.
- Pokud by byla (b,¢,d) = (a + ¢, ¢,d) typu P, pak d = a + 2¢, coz neni ve sporu
s predpokladem.
e (a,b,c) je typu P, tedy ¢ = a + b.
- Pokud by byla (b,¢,d) = (b,a+ b,d) typu L, pak b = a+ b+ d, tedy a = —d, coz
je ve sporu s predpokladem.
- Pokud by byla (b, ¢,d) = (b,a + b,d) typu S, tedy a +b = b+ d, tak a = d, takze
i v tomto ptipadé dostavame spor.
- Pokud by byla (b,¢,d) = (b,a + b,d) typu P, pak d = a + 2b, coZ neni ve sporu
s predpokladem.

Nyni zkoumejme typy trojic podél celé kruznice. Pokud je néjaka trojice typu S, tak
bud ziskame spor vySe uvedenym postupem, nebo trojice napravo je typu P. Pokud je
néjaka trojice typu P, pak bud je napravo trojice typu P, nebo dostaneme spor. Jelikoz
jsou ¢isla napsana podél kruhu, plati, Zze pokud se nékde vyskytuje trojice typu P, tak
nedostaneme spor jediné v pripadé, kdy jsou vSechny trojice typu P. Ze symetrie vzhledem
ke sméru pohybu po kruznici vidime, ze pokud je nékde trojice typu L, tak bud nalevo
je trojice typu L, nebo dostaneme spor. Takze analogicky dostaneme, ze pokud se nékde
vyskytuje trojice typu L, tak nedostaneme spor jediné v pripadé, ze jsou vSechny trojice
typu L.

Zbyva tak vyresit dva pripady: vSsechny trojice jsou typu P nebo vSechny trojice jsou
typu L. Necht jsou vSechny typu P (druhy piipad se vyfesi zcela analogicky). Pokud se
mezi Cisly vyskytuje 0, podivame se na trojici (0, z,y), kde z, y jsou ¢isla napravo od 0.
Jelikoz trojice je typu P, tak y = z+0, takze se opét dostaneme do sporu s predpokladem.

Predpokladejme tedy, Ze jsou vSechny trojice sousednich ¢isel typu P a soucasné jsou
vsechna c¢isla nenulova. Ukazeme, ze tato moznost také vede ke sporu. Oznac¢me dveé
sousedni ¢isla a, b, tuto dvojici nazveme pocatecni. Potom nasleduje a+b, a+ 2b, 2a + 3b,
3a + 5b, ... a matematickou indukci se snadno dokéze, ze ¢islo o ¢ napravo od pocatecni
dvojice je rovno F; - a + Fj11 - b, kde F; jsou Fibonacciho ¢isla tj. ¢isla splnujici Fyy = 0,
Fi=1 aFHl :Fi+ﬂ—1, prOZ‘z 1.

Oznac¢me n pocet ¢isel podél kruznice. Jelikoz jsou ¢isla podél kruznice, ¢islo o n — 1
napravo od pocatecni dvojice je ¢islo a a ¢islo o n napravo od pocatecni dvojice je cislo b.

8
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Plati proto
a=F, 1-a+F,-b

1
b=F,-a+ Fpp1-b=F,-a+ (F,—1 + F,)b. ()

Tyto rovnice upravime na tvar

a(Fp_y—1) = —F, - b,
b(Fp i — 14+ F,) =—F,-a.

Po vynasobeni rovnosti a po nasledném déleni nenulovym ¢islem ab dostavame

(Foo1 — 14+ F)(Fpoy — 1) = F2

n

Jelikoz n = 4, je F,,_1 —1 =2 1. Necht d je nejvétsi spoleény délitel ¢isel F,,_ 1 — 1, F,, a
k, ¢ jsou nesoudélna cisla, pro kterd plati Fj,_ 1 —1=d-k a F,, =d- (. Potom

(d-k+d-0)d-k=(d-0)?
(k+ 0k = (%,

Jelikoz k déli levou stranu rovnosti, musi délit i jeji pravou stranu. Cisla k a £ jsou
nesoudélna a proto nutné k = 1. Takze plati

(+1=20  @li 1= -1).

Tedy ¢islo 1 ma byt soucinem dvou po sobé jdoucich celych cisel. To je spor s pred-
pokladem, 7ze vsechna ¢isla podél kruznice jsou nenulova. Podobné bychom dostali spor
i v pripadé, kdy jsou vSechny trojice typu L.

Takze ve vsech pripadech jsme dostali spor s predpokladem, Ze 1ze ¢isla napsat tak, ze
zadna dvé nemaji stejnou absolutni hodnotu, proto vzdy maji néktera dvé cisla stejnou
absolutni hodnotu.

KOMENTAR. UkaZeme jiny zptsob, jak dokdzat, Ze rovnost
(Foo1 — 14 F)(Fyoq — 1) = F?

n

neplati pro n = 4. Po tpravich dostaneme
F?2 — Fy(Fy 1 —1)— (F,_ —1)*=0.
Cislo F,, je tedy kofenem kvadratické rovnice

22— x(F —1) = (Foy — 1) =0.

Uzitim znamého vzorce plati pro koreny této tovnice

(Foc1 — 1) £ /(Facr — 12 +4(F1 — 1) (Foor — 1) £ 1/5(Fpo1 — 1)2
2 B 2

X112 =

=(Fp1—1)-




75. ROCNIK MO (2025/2026) ITI. KOLO KATEGORIE A

pricemz pron = 4 je F,,_1—1 2 1. Vzhledem k tomu, Ze Fibonacciho posloupnost obsahuje
jen cela cisla, jsou oba kofeny této kvadratické rovnice iraciondlni. Odtud plyne, Ze pro
74dné piirozené n = 4 nemtize platit F> — F,(F,_1 — 1) — (F,_1 — 1) = 0.

Za uplné teseni udélte 6 bodu. V neuplnych fesenich ocente ¢astecné kroky z vyse popsanych postupt
nasledovné:

A1l. Vyfeseni vSech pripadu az na ten, kdy jsou vSechny trojice typu P (nebo typu L): 2 body.
A2. Prevedeni pripadu, kdy jsou vSechny trojice typu P (nebo typu L) na soustavu dvou rovnic, napt. (1):
1 bod.

A3. Dtkaz, Ze soustava v A2 nema feseni: 3 body.

Celkové za netiplnd feSeni udélte A1 + A2 + A3 boda.
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