70. ROCNIK MATEMATICKE OLYMPIADY (2020/2021)
Navodné a doplnujici dlohy pro kategorii A

V prvni ¢asti textu pod zadanim kazdé ze Sesti soutéznich uloh najdete zadani
navodnych a doplnujicich tloh. Tytéz tlohy i s FeSenimi (resp. odpovédmi
a nastiny reseni ¢i odkazy na reSeni v nasem archivu) najdete ve druhé ¢asti
textu.

1. Na tabuli jsou napsana (ne nutné riznd) prvocisla, jejichz soucin je 105krat vétsi nez
jejich soucet. Urcete vSechna napsand prvocisla, pokud jich je
(a) pét;
(b) sedm. (Tomés Jurik, Jaromir Simsa)

NAVODNE A DOPLNUJici ULOHY:

N1. Vyteste soutézni ilohu pro pripad tii prvocisel.

N2. Vyfteste soutézni ilohu pro pripad ¢tyt prvocisel.

N3. Najdéte vsechny trojice prvocisel takové, Ze jejich soucin je sedmindsobkem jejich
souctu.

N4. Najdéte vSsechna cela ¢isla x a y, pro kterd 3xy = 5z + Ty + 1.

N5. Najdéte vSechna prirozena ¢isla x, y a z, pro kterd plati zyz = x +y + z + 2.

D1. Vyteste soutézni tlohu pro ptipad Sesti prvocisel.

D2. Vyfeste soutézni tlohu pro pripad n = 8 prvodisel.

D3. Najdéte vsechna prvoéisla x, i, z splitujici rovnici 22 + y? + 22 = v + y + 2 + 18.

D4. Najdéte vsechna prvocisla z, y, z splnujici rovnici zyz = xy+yz+zex+x+y+
+ 2z + 35.

2. V ostrouhlém trojuhelniku ABC' lezi na strané BC' body D a E tak, Ze D je mezi B
a E, |AD| = |CD| a |AE| = |BE|. Bod F je takovy bod, Ze FD || AB a FE || AC.
Dokazte, zZe |FB| = |FC]. (Patrik Bak)

NAVODNE A DOPLNUJICI ULOHY:

N1. Uvédomte si, jak se dokazuje skolni poznatek, Ze osy stran libovolného trojihel-
niku ABC' se protinaji v jednom bodé.

N2. Dokézete uzitim poznatku o osach stran z tilohy N1 odvodit jiny Skolni poznatek,
ze také vysky libovolného trojihelniku ABC' se (jako primky) protinaji v jednom
bodé?

N3. Uvédomte si nasledujici ekvivalentni formulaci tvrzeni o existenci priuseciku vysek
libovolného trojtihelniku ABC'": Jestlize pro néjaky bod H roviny trojuhelniku
ABC plati HB 1 AC a HC 1 AB, pak bud H = A, nebo HA | BC.

D1. Dokazte implikaci z tlohy N3 metodou obvodovych thld, alespon pro pripad
ostrotthlého trojihelniku ABC'.



D2. V trojuhelniku ABC plati |[AB| # |AC|. Necht S je takovy bod osy ihlu BAC,
pro ktery plati |SB| = [SC|. Dokazte, ze bod S lezi na kruznici opsané
trojuhelniku ABC.

D3. V trojuhelniku ABC se stiedem I kruznice vepsané plati |[AB| < |AC|. Necht D
je bod strany AC takovy, ze |AB| = |AD|. Dokazte, ze body B, C, D, I lezi na
jedné kruznici.

. Jsou-li a, b, ¢ navzdjem ruznd kladnd redlnd cisla, jaky je nejmensi mozZny pocet
ruznych cisel mezi ¢isly a + b, b+ ¢, ¢+ a, ab, be, ca, abc? (Patrik Bak)

NAVODNE A DOPLNUJICI ULOHY:
Ve vsech tlohéch budou a, b, ¢ navzajem rizna kladna redlna cisla.

N1. Urcete nejmensi mozny pocet ruznych ¢isel mezi ¢isly a+0b, b+c¢, c+a, a+b+c.

N2. Urcete nejmensi mozny pocet ruznych cisel mezi ¢isly ab, be, ca, abe.

N3. Urcete nejmensi pocet riiznych ¢isel mezi ¢isly a+1, b+1, a, b, ab. Je tento pocet
mozny v pripadé, kdy navic jsou ¢isla a a b rtizna od 17

N4. Urcete nejmensi mozny pocet ruznych cisel mezi ¢isly ab, ac, a + b, a + c.

D1. Urcete nejmensi mozny pocet rtznych ¢isel mezi ¢isly a + 2b, b + 2¢, ¢ + 2a.

D2. Urcete nejmensi mozny pocet rtiznych ¢éisel mezi ¢isly a + b, b+ ¢, c+ a, ab+ 1,
bc+ 1, ca+ 1, abe.

D3. Urcete nejmensi mozny pocet riznych c¢isel mezi cisly

/a2+b2+027 a+b+c’ Yabe. :
3 3 2+
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+
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. Nejveétsiho delitele d prirozeného cisla n > 1 s vlastnosti d < n nazveme jeho super-

delitelem.
(i) Dokazte, Ze dané prirozené cislo d > 1 je superdélitelem jen konecné mnoha cisel.
(i) Oznacme s(d) soucet vsech cisel, jejichZ superdélitelem je dané cislo d > 1.
Rozhodnéte, zda existuje liché ¢islo d > 1 takové, Ze s(d) je ndsobkem cisla 2 020.
(Michal Rolinek)

NAVODNE A DOPLNUJici ULOHY:
Pripomenme, ze prvocinitelem ¢isla n nazyvame kazdé prvocislo, které ¢islo n
déli.

N1. Uvédomte si, ze superdélitelem daného ¢isla n > 1 je ¢islo %, kde p je nejmensi
prvocinitel cisla n.

N2. Urcete vSechna prirozena ¢isla, jejichz superdélitelem je ¢islo 2.

N3. Urcete vSechna prirozena c¢isla, jejichz superdélitelem je ¢islo 7.

D1. Najdéte vSechna prirozend cisla n > 1 takova, ze kdyz k nim pricteme jejich
superdélitele, dostaneme soucet 2 020.

D2. Které z cisel 2,3, ...,20 je superdélitelem nejvétsiho poctu cisel?
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D3. Které prirozené ¢islo nejblizsi k cislu 2020 mé svého superdélitele mezi ¢isly
1,2,3,...,457

D4. Které prirozené ¢islo nejblizsi k cislu 2020 mé svého superdélitele mezi ¢isly
2,3,...,457

. V trojuhelniku ABC oznacme Sy, Sy, Se postupné stredy jeho stran BC', CA, AB.
Dokazte, Ze pro libovolny bod X rizny od bodi S, Sy, S. plati

i { L5 B XOL)
| XSal” | XSe|” |XSe| )

(Patrik Bak)

NAVODNE A DOPLNUJICT ULOHY:
N1. Seznamte se s Apolloniovymi kruznicemi a jejich konstrukcemi. Jsou to mnoziny
bodi vyznamné vlastnosti, ktera je v nasledujicim tvrzeni urcena parametrem \
a body P a @Q: Méjme dano kladné realné cislo A # 1 a dva rizné body P a @)
v roviné p. Pak plati, Ze mnozinou vsech bodi X € o, X # @, které vyhovuji
rovnici
|PX]| _
QX] 7

je jista kruznmice. Tato (Apolloniova) kruznice je kruznice nad primérem M N,
kde M a N jsou ty dva body piimky PQ, pro které rovnice (1) po dosazeni
X = M, resp. X = N prejde v platnou rovnost.

N2. Méjme dano redlné ¢islo A > 1 a dva ruzné body P a @) v roviné p. Dokazte, ze
mnozinou vsech bodi X € p, X # @, které vyhovuji nerovnici

(1)

|PX]|
R Y
QX

je vnittek kruhu omezeného Apolloniovou kruznici, ktera je uréena rovnici (1)
z ulohy N1.

D1. V roviné o je dana tsecka BC'. Uvazujme body A € o mimo primku BC takové,
ze velikosti vysek v, v. na strany AC, AB trojuhelniku ABC' jsou v poméru
1: 2. Dokazte, ze vSechny tyto body A lezi na jedné kruznici.

D2. V roviné p je dana tisecka BC'. Uvazujme body A € p mimo primku BC' takové,
ze velikosti téznic ty, t. na strany AC, AB trojihelniku ABC jsou v poméru 1 : 2.
Dokazte, ze vSechny tyto body A lezi na jedné kruznici.

D3. V roviné jsou dény dvé kruznice k1 (S1,71) a ko(Sa,72), pri¢emz |S1.S3| > r1 +1s.
Najdéte mnozinu vsech bodu X této roviny, které nelezi na piimce S1.59 a maji
tu vlastnost, ze usecky S1.X, SoX protinaji po fadé kruznice ki, ko v bodech,
jejichz vzdalenosti od primky 5755 jsou stejné.

D4. V roviné daného trojihelniku ABC urcete vsechny body, jejichz obrazy v oso-
vych soumérnostech podle primek AB, BC, C'A tvoii vrcholy rovnostranného
trojuhelniku.



6. Meéjme 70 zhasnutych Zdrovek. Pro libovolnou skupinu Zdrovek jsme s to pripravit
prepinac, ktery zméni stav kazdé Zdrovky z této skupiny (zhasne rozsvicené a rozsviti
zhasnuté) a ostatni Zdarovky neovlivni. Jaky je nejmensi pocet prepinaci, pomoci nichz
je mozné rozsvitit libovolnou ctverici Zarovek (pricemz ostatni budou zhasnuté)?

(Martin Melicher)

NAVODNE A DOPLNUJICT ULOHY:

Ve vSech ulohach pracujeme s pojmy ,zarovka“ a ,prepinac¢” ve vyznamu ze
soutézni tlohy.

N1. Urcete pocet moznych stavi rozsviceni zarovek 1, 2, 3 a 4, které lze dosdhnout
uzitim prepinaci {1,2,3}, {1,2,4} a {3,4} (napt. prepinac¢ {3,4} vzdy prepne
pravé zarovky 3 a 4).

N2. Dokazte, ze pokud mame n prepinact, kde n je prirozené ¢islo, tak postupnym
prepindnim muzeme dosdhnout nejvyse 2" ruznych stavii rozsviceni (vcetné
puvodniho).

N3. Dokazte, ze pokud by v soutézni tloze byl cil pozménén na moznost rozsvitit
kazdou trojici zarovek, tak pfi jeho splnéni by bylo mozné rozsvitit kazdou
jednotlivou zarovku.

N4. Kolik ma dané n prvkova mnozina téch podmnozin, které maji sudy pocet prvka?

D1. Reste soutézni tlohu se 70 zarovkami s pozménénou podminkou, Ze mame byt
schopni rozsvitit kazdou 2k-tici zarovek, kde k je dané prirozené ¢islo z intervalu
(3,34).

D2. Reste soutézni tlohu se 70 zarovkami s pozménénou podminkou, Ze méme byt
schopni rozsvitit kazdou (2k — 1)-tici zdrovek, kde k je dané prirozené ¢islo
z intervalu (2, 35).

Na nasledujicich stranach najdete stejné navodné a doplnujici tlohy jesté
jednou, zato doplnéné o vysledky s nastiny reseni ¢i o odkazy na nas archiv.
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1. Na tabuli jsou napsina (ne nutné riznd) prvocisla, jejichz soucin je 105krat vétsi nez
jejich soucet. Urcete vSechna napsand prvocisla, pokud jich je
(a) pét;
(b) sedm. (Tom4s Jurik, Jaromir Simsa)

NAVODNE A DOPLNUJICI ULOHY:

N1. Vyieste soutézni tlohu pro pifpad tii prvocisel. [ReSeni neexistuje. Soucin
vyhovujicich tii prvocisel je nasobek ¢isla 105 = 3 -5 - 7, takze tato prvocisla
musi byt 3, 5 a 7. Pfitom vSak 3-5-7 #4105 (3+5+7).]

N2. Vyfeste soutézni tilohu pro pifpad étyi prvoéisel. [ReSeni neexistuje. Podobné jako
v N1 tfi z prvocisel musi byt 3, 5, 7 a pro ¢tvrté prvocislo p ma platit rovnice
3:5-7T-p=105-(3+5+ 4+ p), kterou zjevné zadné prvocislo p nespliuje.]

N3. Najdéte vsechny trojice prvocisel takové, Ze jejich soucin je sedminasobkem jejich
souctu. [Uloha ma jediné feseni, trojici 3, 5, 7. Podobné jako v N1 ukazte, zZe jedno
z prvocisel je 7. Pro zbyvajici dvé, oznacme je p a ¢, ma platit Tpg = T(p+q+7),
coZ upravime postupné na pg = p+¢q+7, ddle na p(¢—1) = (¢—1) + 8 a konecné
na (p — 1)(¢ — 1) = 8. Pii oznaceni takovém, Ze p = ¢ neboli p — 1 = ¢ — 1,
méame moznosti (p—1,¢—1) = (8,1) nebo (p—1,¢—1) = (4,2). Jen druhé vede
k dvojici prvocisel.|

N4. Najdéte vSechna celd Gisla z a y, pro kterd 3zy = 5z + Ty + 1. [Ctyfi
feseni (x,y): (—4,1), (2,—11), (3,8), (15,2). Po vynéasobeni tiemi dostaneme
rovnici 9xy = 15x 4+ 21y + 3. Ted uz ji mizeme upravit na soucinovy tvar
(3x—a)(3y—0b) = 3a+3b s vhodnymi celymi ¢isly a a b, totiz (3z—7)(3y—5) = 38.
Zbyvé rozebrat vsechny moznosti rozkladu ¢isla 38 na souéin dvou celych ¢isel.|

N5. Najdéte vSechna prirozend ¢isla x, y a z, pro kterd plati zyz = v +y+ 2+ 2. [AzZ
na poradi tii feseni: (1,2,5), (1,3,3), (2,2,2). Je-li néjaké z ¢isel z, y, z rovno 1,
napiiklad z, dostaneme rovnici yz = y + z + 3 s TeSenimi (2,5) a (3,3) (podle
postupu z N4). Je-li naopak min(z,y, z) 2 2 a napriklad z = max(z,y, z), plati
r+y+2z+2 < 3242 asoucasné ryz = 4z. Odtud plyne 4z < 3z + 2 neboli
z < 2, takze je tedy nutné z = y = z = 2, a to je skute¢né fesent.|

D1. Vyfeste soutézni tilohu pro pifpad Sesti prvocisel. [Reseni neexistuje. Podobné
jako v N1 usoudime, zZe z Sesti prvocisel tii jsou 3, 5 a 7, ostatni, které oznacime
x, y a z, spliuji rovnici zyz = x + y + z + 15. Je-li nékteré z prvocisel z, y, z
rovno 2, postupem z Teseni N4 zjistime, Ze rovnice nema prvociselné Tteseni.
V opa¢ném pripadé, kdy min(z,y,2) = 3 a napiiklad z = max(z,y, z), mame
92 Sayz=x+y+ 2+ 15 < 32+ 15 neboli z < 2,5, a to je spor.]

D2. Vyfeste soutézni tlohu pro pripad n = 8 prvocisel. [Reéeni neexistuje pro zadné
n = 8. Podobné jako v N1 jsou tii prvocisla 3, 5 a 7, zbyvajici ozna¢me pq, ..., pg,
kde k =n — 3, tedy k = 5. Plati py ---px = p1 + - -+ + pr + 15. Je-li napiiklad
pr =max(py,...,pp), pak 2" Ipy Spr-pp=pr+ . e+ 15 Sk oy + 15,
tedy p1 (2871 — k) < 15. Indukei se vsak snadno ukaze, ze pro kazdé k = 5 plati
2k=1 _ k > 11, odkud py (28! — k) = 2- 11 = 22, coZ odporuje diive odvozené
nerovnosti.|

D3. Najdéte viechna prvoéisla z, y, z splitujici rovnici 22 + 4% + 22 =2 +y + 2 + 18.
[Jediné Teseni © = y = z = 3. Necht nejprve nékteré z prvocisel x, y a z je rovno 2,
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D4.

napf. z. Pak plati 22 +y? = x4 y+ 16. Snadno ovéiime, Ze nemiize byt ani x = 2,
a tedy ani y = 2, a proto min(x,y) = 3. Tehdy 3z +3y < 2% +y?> = 2 +y + 16,
takze takze x + y < 8, tudiz staci otestovat dvojice (z,y) rovné (3,3) a (5,3),
které vSak nevedou k feseni. Pfejdeme k druhému piipadu, kdy min(z,y, z) = 3.
Tehdy 3z +3y +32z S22+ > +22 =z +y+ 2+ 18, takie x + y + 2 £ 9, tedy
nutné x =y = z = 3, coz je skutecné feseni tlohy.]

Najdéte vsechna prvocisla x, y, z spliujici rovnici xyz = ry+yz+zx+x+y+2+35.
[Jediné Teseni x = y = z = 5. JestliZe je néjaké z prvocisel rovno 2 nebo 3, tak
dosazenim dostaneme rovnice podobné jako v N4, o kterych se stejnym postupem
presvédéime, ze nemaji zadna prvociselnd reseni. Predpokladejme proto déle, ze
x 2y =2z2=5. Potom

by Sxyz=zy+yz+ze+r+y+2+35= 3y + 3x + 35,

odkud x(2y —3) < 35. Zaroven vSak z x =2 5a2y—3 = 2-5—3 = 7 plyne opacna
nerovnost z(2y — 3) 2 35, takze nutné x = y = 5, a proto rovnéz z = 5, tedy
jediné mozné teseni je x =y = z = 5.]

2. V ostrouhlém trojihelniku ABC' lezi na straneé BC body D a E tak, Ze D je mezi B
a E, |AD| = |CD| a |AE| = |BE|. Bod F je takovy bod, Ze FD || AB a FE || AC.
Dokazte, zZe |FB| = |FC|. (Patrik Bak)

NAVODNE A DOPLNUJici ULOHY:

NI.

N2.

N3.

D1.

Uvédomte si, jak se dokazuje skolni poznatek, Ze osy stran libovolného troju-
helniku ABC' se protinaji v jednom bodé. [Ozna¢me O prisecik os stran AB
a AC. Podle vlastnosti os tsec¢ek nutné plati |OA| = |OB| a |OA| = |0C], takze
|OB| = |0C|, coz naopak znamend, ze bod O lezi na ose strany BC']

Dokézete uzitim poznatku o oséch stran z tlohy N1 odvodit jiny skolni poznatek,
ze také vysky libovolného trojihelniku ABC se (jako pfimky) protinaji v jednom
bodé? [Trojihelnik ABC' doplite tiikrat na rovnobéznik ABA'C', BCB'A, resp.
CAC'B. Pak body A, B, C jsou stredy stran trojuhelniku A’B’C”. Osy jeho stran
se protinaji v jednom bodé (podle tlohy N1) a lezi na nich vysky ptvodniho
trojihelniku ABC']

Uvédomte si nasledujici ekvivalentni formulaci tvrzeni o existenci priseciku vysek
libovolného trojuhelniku ABC": Jestlize pro néjaky bod H roviny trojuhelniku
ABC plati HB 1. AC a HC 1 AB, pak bud H = A, nebo HA | BC. [Bod H
je prisecikem dvou vysek trojuhelniku ABC a kazda z relaci H = A, HA 1 BC
znamend, ze bod H lezi i na treti vysce z vrcholu A.]

Dokazte implikaci z tlohy N3 metodou obvodovych 1hld, alespon pro pripad
ostrotithlého trojihelniku ABC'. [Necht tedy HB L AC, HC 1 AB. Oznacme A’
prise¢ik AH a BC, B priuseéik BH a AC, a C' priseiik CH a AB. Ctyfthelniky
AC'HB' a BC' B'C jsou tétivové diky pravym thlum < AB'H, x HC'A, x BC'C,
<BB'C. Proto |xBAA'| = |«xC'AH| = |xC'B'H| = |xC'B'B| = |xC'CB|.
Trojuhelniky BAA’, BCC' se proto shoduji ve dvou vnitinich tihlech, takze se
shoduji i ve tfetim z nich: [ AA'B| = [« BC'C| =90°. Odtud uz HA L BC]
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D2.

D3.

V trojihelniku ABC plati |AB| # |AC|. Necht S je takovy bod osy thlu BAC,
pro ktery plati |SB| = [SC|. Dokazte, ze bod S lezi na kruznici opsané
trojuhelniku ABC'. [Pracovat primo se zadanym bodem S je obtiZzné, a tak
uvazime pomocny bod S’ kterym je prusecik S’ # A osy thlu BAC' s kruznici
opsanou. Jak je dobfe znamo, plati |[S'B| = |[S'C| (plyne to ze shodnosti
obvodovych thlu S’AB a S’ AC). Diky podmince |AB| # |AC| je spoleény bod S
osy thlu BAC a osy strany BC' jediny, a tak plati S" = 5]

V trojihelniku ABC' se stfedem [ kruznice vepsané plati |[AB| < |AC|. Necht D
je bod strany AC takovy, ze |AB| = |AD|. Dokazte, ze body B, C, D, I lezi na
jedné kruznici. [Polopfimka AT je osa tthlu BAC, a tedy i osa thlu BAD), kterd
je diky podmince |[AB| = |AD]| zaroven i osou usecky BD. Bod I je tedy pro
trojuhelnik BC'D takovym bodem osy thlu BC'D, pro ktery plati |[IB| = |ID].
Protoze navic [CB| # |CD| (nebot |CD| = |AC| — |AD| = |AC| — |AB| < |CB]|
podle trojihelnikové nerovnosti), je mozné uzit vysledek tlohy D2, podle kterého
lezi bod I kruznici opsané trojtihelniku BC'D.]

3. Jsou-li a, b, ¢ navzajem riznd kladnd redlnd cisla, jaky je mnejmensi mozny pocet
ruznych cisel mezi ¢isly a +0b, b+ ¢, ¢+ a, ab, be, ca, abc? (Patrik Bak)

NAVODNE A DOPLNUJicI ULOHY:

NI.

N2.

N3.

N4.

Ve vsech tlohach budou a, b, ¢ navzajem rtzna kladna redlna cisla.

Urcete nejmensi mozny pocet raznych ¢isel mezi ¢isly a+b, b+c¢, c+a, a+b+c.
[Jde vzdy o Ctyri rizna ¢isla. Jisté 1ze predpokladat, ze 0 < a < b < c¢. Pak ovSem
a+b<a+c<bt+c<a+b+c]

Urcete nejmensi mozny pocet ruznych ¢éisel mezi ¢isly ab, be, ca, abe. [TFi. Jisté
lze predpokladat, ze 0 < a < b < ¢. Pak ovSem ab < ac < be, takze aspon tii
rizné hodnoty existuji vzdy. Pravé tii rizné hodnoty to budou, praveé kdyz ¢islo
abc bude rovno jednomu z ¢isel ab, ac, be, tj. pravé kdyz bude 1 € {a, b, c}.]
Urcete nejmensi pocet riznych ¢isel mezi ¢isly a+1, b+1, a, b, ab. Je tento pocet
mozny v piipadé, kdy navic jsou ¢isla a a b riiznéd od 1?7 [Tti a mozny pocet to je i
v pripadé a # 1 # b . S ohledem na symetrii zaddni v proménnych a a b mizeme
predpokladat, ze a < b. Protoze b < b+ 1, jsou a, b, b+ 1 t¥i riazné hodnoty. Aby
byly praveé tfi v celé pétici, musi platit a4+ 1 = b a v pripadé a # 1 # b jesté musi
byt ab = b+ 1. Obéma rovnostem vyhovuji ¢sla @ = v/2 a b = /2 +1, ktera jsou
ruznd od 1 a pro kterd jsou v pétici skutecné t¥i rizné hodnoty.|

Urcete nejmensi mozny pocet ruznych ¢isel mezi Gisly ab, ac, a + b, a + c. [TFi.
Protoze ab # ac a také a+b # a+c, tak mame aspon 2 riizné hodnoty. Pripustme,
ze mame pravé 2 ruzné hodnoty v celé ¢tverici. Pak mame dvé moznosti: bud
ab =a+baac =a-+c neboab = a+caac = a+0b. V prvnim piipadé
po odecteni obou rovnosti dostaneme (a — 1)(b — ¢) = 0, odkud a = 1, a to
je spor s ab = a + b. V druhém pripadé po podobném odec¢tenim dostaneme
(a+1)(b—c) =0, a to rovnéz spor. Proto vzdy méame aspon 3 ruzné hodnoty,
a tento pocet neprekroc¢ime, bude-li platit ab = a + b, coz splnuje napriklad
trojice (a,b,c) = (3, %, 1). Dodejme, 7Ze postup jsme mohli zjednodusit vyuzitim
symetrie zadani v proménnych b a ¢, diky které mtuzeme predpokladat, ze b < c.
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Tehdy plati ab < ac a a + b < a + ¢, takzZe staci rozebrat jen prvni ze dvou vyse
rozlisenych pripadi.|

D1. Urcete nejmensi mozny pocet riznych cisel mezi ¢isly a + 2b, b + 2¢, ¢ + 2a.
[Dvé. Uloha se nezméni, kdy# trojici (a,b,c) zaménime libovolnou z trojic
(b,c,a) a (c,a,b). Proto mizeme predpokladat, ze plati a = max{a,b, c}. Pak
2a > b+ ¢ neboli ¢ + 2a > b+ 2¢. Tim padem v nasi trojici mame aspon dvé
rizné hodnoty. Pro nalezeni trojice s pravé dvéma rtiznymi hodnotami polozme
napriklad ¢ + 2a = a + 2b. To dava a = 2b — c. Tak naptiklad proc =1, b = 2
vyjde a = 3. Tehdy (a + 2b,b+ 2¢,c + 2a) = (7,4,7).]

D2. Urcete nejmensi mozny pocet rtznych ¢éisel mezi ¢isly a + b, b+ ¢, c+ a, ab+ 1,
be + 1, ca + 1, abe. [Ctyii. Diky symetrii mizeme piedpokladat, ze a > b > c.
Potoma+b>a+c>b+caab+1>ac+1>bc+ 1, takze v zadané sedmici
jsou vzdy aspon tfi rizné hodnoty. Kdyby byly prave tti, tak by nutné platilo
a+b=ab+1,a+c=ac+1ab+c=bc+1. Toupravime na (a—1)(b—1) =0,
(a—1)(c—=1)=0a (b—1)(c—1) = 0. Nutné se tedy dvé z cisel a, b, c rovnaji 1, a
to je spor. V nasi sedmici tedy mame vzdy aspon 4 rizné hodnoty, a tento pocet
neprekroc¢ime, kdyz naptiklad zvolime a = 1 a budeme pozadovat, aby platilo
bc = b+ ¢, coz kuptikladu splinuje dvojice (b, ¢) = (3, %)]

D3. Urcete nejmensi mozny pocet rtznych ¢isel mezi ¢isly

[a2 112 & 2 b 3
a“ + +C’ a + +C’ m7 . 1 -
3 3 atste

a

[Ctyfi. Jednotliva ¢isla jsou rfizné druhy priiméri sestavené pro tutéz trojici cisel
a, b, c. Oznac¢me zleva doprava jejich hodnoty K, A, G, H podle jejich nazvi
kvadraticky, resp. aritmeticky, resp. geometricky, resp. harmonicky prumér. Jak
je znamo, mezi témito priméry pro libovolnou trojici kladnych ¢isel a, b, ¢ plati
nerovnosti K 2 A =2 G 2 H, pricemz vSechny nerovnosti jsou ostré s vyjimkou
pripadu, kdy plati @ = b = ¢. (Dikazy téchto nerovnosti lze nalézt v brozute
A. Kufner: Nerovnosti a odhady, dostupné na https://www.dml.cz/handle/
10338. dmlcz/403877.)}

4. Nejvetsiho delitele d prirozeného cisla n > 1 s vlastnosti d < n nazveme jeho super-

delitelem.
(i) Dokazte, Ze dané prirozené cislo d > 1 je superdélitelem jen konecné mnoha cisel.
(i) Oznacme s(d) soucet vsech cisel, jejichZ superdélitelem je dané cislo d > 1.
Rozhodnéte, zda existuje liché ¢islo d > 1 takové, Ze s(d) je ndsobkem cisla 2 020.
(Michal Rolinek)

NAVODNE A DOPLNUJICI ULOHY:
Pripomenme, ze prvocinitelem ¢isla n nazyvame kazdé prvocislo, které cislo n
deli.

N1. Uvédomte si, ze superdélitelem daného cisla n > 1 je ¢islo %, kde p je nejmensi
prvocinitel ¢isla n. [Je-li d délitel ¢isla n, je jeho délitelem i ¢islo %. Nejmensi dva
délitelé n jsou 1 a p, kterym odpovidaji dva jeho nejvétsi délitelé 7 a %]
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N2. Urcete vSechna pfirozend ¢isla, jejichz superdélitelem je ¢islo 2. [Jediné ¢islo 4.
Kazdé hledané ¢islo n je nutné sudé, a tak je ¢islo 2 jeho nejmensi prvocinitel.
Podle vysledku N1 tedy plati 2 = 4, a proto n = 4.

N3. Urcete vSechna prirozend ¢isla, jejichz superdélitelem je ¢éislo 7. [14, 21, 35 a 49.
Kazdé hledané n je délitelné sedmi a podle vysledku N1 ma platit 7 = %, kde p
je nejmensi prvocinitel n, takze p < 7 neboli p € {2,3,5,7}.]

D1. Najdéte vsechna prirozend cisla n > 1 takova, ze kdyz k nim pficteme jejich
superdélitele, dostaneme soucet 2020. [1515 a 1919. Je-li p nejmensi prvocinitel
cisla n, pak n = dp, kde d je superdélitel n. Ma platit dp + d = 2020 neboli
d(p+1) = 2020, takze zbyva probrat vSechny délitele d ¢isla 2020 s prvociselnym
rozkladem 22-5-101. Pro d = 1 vychazi p = 2019, coz neni prvoéislo. Kdyby bylo
d > 1 sudé, bylo by sudé i ¢islo n, a tak by by bylo p = 2, a tedy d(2+ 1) = 2020,
coz neni mozné. Zbyvaji proto moznosti d € {5,101, 505}. Postupnym dosazenim
do d(p+1) = 2020 zjistime, Ze Teseni dava pouze hodnota d = 101, které odpovida
p = 19, a hodnota d = 505, pro kterou vychazi p = 3. (V obou pripadech je
skute¢né nalezené p nejmensim prvocinitelem soucinu n = dp.)]

D2. Které z cisel 2,3,...,20 je superdélitelem nejvétsiho poctu cisel? [Cislo 19.
Hledame to ¢islo n € {2,3,...,20}, pro které existuje co nejvice prvocisel p
takovych, Ze nejmensi prvocinitel ¢isla np je pravé p. Protoze n > 1, musi pro
kazdé prvocislo p s uvedenou vlastnosti platit p < n, a tedy i p < 20, takze
takovych prvocisel nemuze byt vice, nez je vSech prvocisel do 20, kterych je 8.
Aby jich bylo pravé 8, musel by i sou¢in 19n mit nejmensiho prvocinitele 19, coz
z uvazovanych ¢isel n spliuje jediné n = 19. Toto ¢islo je skutecné superdélitelem
osmi ¢isel 19-2,19-3,19-5,...,19-19.]

D3. Které prirozené ¢islo nejblizsi k cislu 2020 méa svého superdélitele mezi ¢isly
1,2,3,...,45? [Cislo 2017. Cislo 1 je superdélitelem kazdého prvocisla. Nejblizsi
prvocislo k ¢islu 2 020 je 2017. Vypoctem superdélitelii ¢isel 2018,2019,...,2023
zjistime, Ze zZadny z nich nepatii mezi ¢isla ze zadéni.]

D4. Které prirozené ¢islo nejblizsi k ¢islu 2020 mé svého superdélitele mezi ¢isly
2,3,...,457 [Cislo 1849. Nejvétsim ¢islem n s danym superdélitelem d > 1 je ¢islo
n = dp, kde p je nejmensi prvocinitel ¢isla d. Odtud plyne, Ze pokud 1 < d < 43,
pro kazdé ¢islo n se superdélitelem d plati n < d? < 432 = 1849, pfitom éislo
1849 ma za superdélitele prvocislo 43. Déle nejvétsi ¢islo se superdélitelem 44 je
rovno 44 - 2 = 88, nejvétsi ¢islo se superdélitelem 45 je rovno 45 - 3 = 135/]

5. V trojuhelniku ABC' oznacme S, Sy, Se postupne stredy jeho stran BC, C'A, AB.
Dokazte, Ze pro libovolny bod X rizny od bodu S,, Sy, S plati

min{|XA| | X B| |XC|}S2.
| XSal” | XSs|” |XSe| ) =

(Patrik Bak)

NAVODNE A DOPLNUJici ULOHY:
N1. Seznamte se s Apolloniovymi kruznicemi a jejich konstrukcemi. Jsou to mnoziny
bodt vyznamné vlastnosti, ktera je v nasledujicim tvrzeni urCena parametrem \
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N2.

D1.

D2.

D3.

D4.

a body P a : Méjme dano kladné realné cislo A # 1 a dva rtizné body P a @)
v roviné p. Pak plati, Ze mnozinou vsech bodia X € p, X # @, které vyhovuji
rovnici

|PX]

[

je jistd kruznice. Tato (Apolloniova) kruznice je kruznice nad pramérem M N, kde
M a N jsou ty dva body primky PQ), pro které rovnice (1) po dosazeni X = M,
resp. X = N prejde v platnou rovnost. [Viz ¢ast I kapitoly 5 brozury S. Hordk:
Kruznice, dostupné na https://dml.cz/handle/10338.dmlcz/403589. Jiny
podrobny vyklad najdete v ndvodnych tlohach k tloze 63-A-1-6.]

(1)

Méjme dano realné ¢islo A > 1 a dva rtzné body P a () v roviné p. Dokazte, Ze
mnozinou vsech bodi X € o, X # @, které vyhovuji nerovnici

PX
u > )\7

|QX|

je vnitiek kruhu omezeného Apolloniovou kruznici, kterd je urcena rovnici (1)
z Ulohy N1. [Uvazte dvé Apolloniovy kruznice

PX PX
S R . BV

> |QX]

Prvni z nich je kruznice nad priumérem M; Ny, druhd je kruznice nad primeérem
M5 Ny, kde M7 Ny a MyNy jsou jisté tsecky na primce PQ). Tvrzeni tilohy N2
bude dokézano, kdyz vysvétlime, pro¢ v pripadé A1 < A9 lezi body Ms, No
uvniti tsecky Mj Ny .|

V roviné p je dana tsecka BC'. Uvazujme body A € o mimo ptimku BC' takové,
ze velikosti vysek v, v. na strany AC, AB trojuhelniku ABC' jsou v poméru
1 : 2. Dokazte, Ze vSechny tyto body A lezi na jedné kruznici. [Pro obsah S
trojuhelniku ABC plati 25 = b vy, = ¢c- v, a proto b : ¢ = v. : v = 2 : 1.
Vyhovujici body A tedy lezi na Apolloniové kruznici |CX|/|BX| = 2.]

V roviné p je dana tusecka BC'. Uvazujme body A € ¢ mimo primku BC' takové,
ze velikosti téznic tp, t. na strany AC, AB trojihelniku ABC' jsou v poméru
1 : 2. Dokazte, ze vSechny tyto body A lezi na jedné kruznici. [Pro tézisté G
trojuhelniku ABC' plati |BG| = 2t, a |CG| = 2t., takze |BG| : |CG| =1 : 2.
Vsechny body G tedy lezi na jedné Apolloniové kruznici, proto vSechny body A
lezi na jejim obraze ve stejnolehlosti se stfedem ve stredu tsecky BC', ktera ma
koeficient 3.]

V roviné jsou dany dvé kruznice ki(S1,r1) a ko(Sa,72), pricemz |S1Ss| > r1 + ro.
Najdéte mnozinu vSech bodi X této roviny, které nelezi na primce 515 a maji
tu vlastnost, ze usecky S1X, SoX protinaji po rfadé kruznice k1, ko v bodech,
jejichz vzdalenosti od piimky 5152 jsou stejné. [63-A-11-2]

V roviné daného trojihelniku ABC' urcete vsechny body, jejichz obrazy v oso-
vych soumérnostech podle primek AB, BC, C'A tvoii vrcholy rovnostranného
trojuhelniku. [63 A 1 6]
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6. Meéjme 70 zhasnutych Zdrovek. Pro libovolnou skupinu Zdrovek jsme s to pripravit
prepinac, ktery zméni stav kazdé Zdrovky z této skupiny (zhasne rozsvicené a rozsviti
zhasnuté) a ostatni Zdarovky neovlivni. Jaky je nejmensi pocet prepinaci, pomoci nichz
je mozné rozsvitit libovolnou ctverici Zarovek (pricemz ostatni budou zhasnuté)?

(Martin Melicher)

NAVODNE A DOPLNUJici ULOHY:

Ve vsech tlohach pracujeme s pojmy ,zarovka®“ a ,prepinac¢* ve vyznamu ze
soutézni ulohy.

N1. Urcete pocet moznych stavi rozsviceni zarovek 1, 2, 3 a 4, které lze dosdhnout
uzitim prepinaci {1,2,3}, {1,2,4} a {3,4} (napt. prepinac¢ {3,4} vzdy prepne
pravé zarovky 3 a 4). [Ctyfi stavy (véetné toho ptivodniho). Uvédomme si, Ze
poradi stlacovani prepinaci v dané sérii nema vliv na celkovy vysledek. Rovnéz
nemd smysl zadny prepinac¢ uzit v jedné sérii vicekrat. Staci tedy najit vysledny
stav pro kazdou z 23 podmnozin dané mnoziny 3 pfepinacii, které miizeme stlaédit,
a pak spocitat, kolik téchto stavi je riiznych. Vyhodné je pfitom vysledné stavy
urcovat takto: {1,2,3} + {3,4} ~ {1,2,4}. Z toho prikladu vidime, Ze pfepinaé
{1,2,4} je mozné v zadani tlohy vynechat.]

N2. Dokazte, ze pokud mame n prepinact, kde n je prirozené ¢islo, tak postupnym
prepindnim muzeme dosdhnout nejvyse 2" ruznych stavi rozsviceni (vcetné
ptuvodniho). [Podle tvahy z feseni N1 plati, ze pocet dosazitelnych stavi
neptevysuje pocet vsech podmnozin dané mnoziny prepinacu.|

N3. Dokazte, ze pokud by v soutézni tloze byl cil pozménén na moznost rozsvitit
kazdou trojici zarovek, tak pfi jeho splnéni by bylo mozné rozsvitit kazdou
jednotlivou zérovku. [K rozsviceni jediné zvolené zérovky a vybereme tii dalsi
zarovky b, ¢, d a aplikujeme postupné 3 série rozsviceni, a to pro trojice (a, b, ),
(a,b,d) a (a,c,d).

N4. Kolik ma dané n prvkova mnozina téch podmnozin, které maji sudy pocet prvka?
[2"~1 podmnozin. Postupujeme obdobné jako pii zndmém ditkazu, Ze podet vsech
podmnozin je 2": Prvnich n—1 prvkt mtizeme do konstruované podmnoziny bud
zafadit, nebo nezafadit, takze mame 2"~! moznosti. Po této procedufe mame
vybran bud sudy, nebo lichy pocet prvki, a tak podle toho k nim nezaradime,
resp. zafadime posledni n-ty prvek. Takto dostaneme pravé 27~! vyhovujicich
podmnozin. Zbyva si uvédomit, ze popsanym postupem dostaneme kazZdou
vyhovujici podmnozinu. |

D1. Reste soutézni tlohu se 70 zarovkami s pozménénou podminkou, Ze méme byt
schopni rozsvitit kazdou 2k-tici zarovek, kde k je dané prirozené ¢islo z intervalu
(3,34). [Takova tloha je ekvivalentni se soutézni tlohou. Necht déle (a,b) je
libovolna dvojice zarovek a c¢; znaci zarovky rtzné od a, b, pficemz ¢; # c¢; pro
i # j. Lze-li rozsvitit 2k-tice (a, ¢y, ..., cor—1) a (b,c1, ..., cop—1), tak lze rozsvitit
i dvojici (a,b), a tedy i libovolnou ¢tverici (po dvou dvojicich). Naopak, lze-li
rozsvitit Ctverice (a,cy,co,c3) a (b, ¢y, ca,c3), lze rozsvitit i dvojici (a,b), takze
pak lze rozsvitit i kazdou 2k-tici (po k dvojicich).|

D2. Reste soutézni tlohu se 70 Zarovkami s pozménénou podminkou, Ze méame byt
schopni rozsvitit kazdou (2k — 1)-tici zarovek, kde k je dané prirozené ¢islo
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z intervalu (2,35). [70 pfepinaci. Podobné jako v feseni D1 tvahou o dvou
(2k—1)-ticich (a,c1, ..., cop—2) a (b, c1, ..., cop_2) zjistime, Ze lze rozsvitit kazdou
dvojici (a, b). Nyni tvahou o jedné (2k — 1)-tici (a, ¢y, ..., cox—2) a k— 1 dvojicich
(c1,¢2),. .., (Coak—3, Cop—2) zjistime, Ze lze rozsvitit libovolnou zarovku a, a tedy i
kazdou z 270 mnozin Zarovek, takZe podle vysledku tlohy N2 potiebujeme aspon
70 prepinact. 70 prepinaci ale stac¢i — jeden prepina¢ na kazdou zérovku.|
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