74. ROCNIK MATEMATICKE OLYMPIADY (2024/25)

Navodné a doplnujici Glohy pro kategorii Z8

Z8-1-1

Ivan, Jarek, Kdja a Lubos maji dohromady 90 zndmek. Kdyby mél Ivan o dvé znamky

mene, Jarek o dvé vice, Kdja dvojndsobek a Lubos polovinu toho, co nyni, meli by vsichni
stejne.

Kolik zndmek md kaZdy z chlapci? (L. Hozovad)

NAVODNE A DOPLNUJICT ULOHY

N1.

N2.

N3.

D1.

Alice, BoZena a Daniela sbiraji musle, dohromady jich maji 34. Kdyby méla Alice
o dvé méné, Bozena o tfi vice a Daniela o tfetinu méné toho, co nyni, mély by vSechny
stejné. Kolik musli ma kazda z divek?

[Vzhledem k poétu musli, které by mély, kdyby mély stejné, 1ze dopocitat nynéjsi stavy
a oveérit soucet 34. Vyhovujici feseni odpovida pocétu 10: Alice mé 12, Bozena 7 a Daniela 15
musli.]

Pti oslavé 39. narozenin pani Zahadové se ji kamaradka zeptala na vek jejich t¥i déti.
Pani Zahadova odpovédéla: ,Kdyz sectu vék nejstarsiho s polovinou véku nejmladsiho
a ¢tvrtinou véku prostiedniho, dostanu tietinu véku svého.“ Kolik let mohlo byt jejim
détem? Uvedte vSechny moznosti.

[Vék nejmladsiho ditéte byl sudy, vék prostfedniho byl nadsobkem ¢étyf a popsany soucet
byl 13. Mozné véky déti byly 2, 4, 11, nebo 2, 8, 10, nebo 4, 8, 9 let.]

Sourozenci Adam a Eva chodi na zékladni skolu, Adam je o dva roky mladsi nez Eva.
Kdyz k trojnasobku Evina véku pricetli 5 a vysledek vydélili vékem Adama, vyslo jim
stejné ¢islo jako pocet babic¢éinych kocek. Kolik kocek méla babicka?

[Pocet babicéinych kocek lze po upravé vyjadrit jako 3 + %, kde A znaci vék Adama.
Aby tento vysledek byl celociselny a souc¢asné Adam mohl chodit na zdkladni §kolu, musi byt
A = 11. Babicka méla 4 kocky.]

Kamaradi Jarda, Pfemek a Robin hrali kulicky. Jardovi se moc nedafilo, takze po hie
mél nejméné kulicek ze vSech. Kluktiim to bylo lito, proto dal Robin Jardovi polovinu
vSech svych kulicek a Premek tfetinu svych. Ted mél nejvic kuli¢ek Jarda, a tak svym
kamaradtm vratil po sedmi kulickach. Po téchto vyménach méli vSichni stejné, a to
25 kulicek. Kolik kuli¢cek mél po hie (pfed vymeénami) Jarda?

[Reéeni je vhodné provadét od konce, kdy méli vSichni po 25 kulickach. Pred poslednimi

vyménami mél Jarda 39, Pfemek 18 a Robin 18 kuli¢ek. Pfed prvnimi vyménami mél Jarda
12, Premek 27 a Robin 36 kuli¢ek. Jarda mél po hie 12 kulic¢ek.*]

* Prevzato ze 73. roéniku MO, tloha Z6-1-1.
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7Z8-1-2

Sestrojte rovnoramenny trojuhelnik se zdakladnou délky 12 cm a vyskou k zdkladné ve-
likosti 18 cm. Rozdélte trojuhelnik na tri lichobézniky o stejném obsahu. (L. Dedkovad)

NAVODNE A DOPLNUJiCT ULOHY

N1. Trojuhelnik ze soutézni tlohy rozdélte na ¢tyti shodné trojuhelniky. Zobecnéte svoje
feSeni pro jiné pocty trojuhelnikii.
[Stfedni pficky rozdéluji obecny trojuhelnik na éty¥i shodné trojihelniky. P¥i¢ky pro-
tinajici strany trojuhelniku ve tfetinach, ¢tvrtinach, pétinach atd. jej rozdéluji na 9, 16, 25
atd. shodnych trojahelnik.]

i A b

N2. Trojuhelnik ze soutézni tlohy rozdélte na ¢tyfi trojuhelniky, které nejsou shodné, ale
maji shodny obsah. Zobecnéte svoje feSeni pro jiné pocty trojuhelniki.

[Rozdélenim jakékoli strany na n stejnych ¢asti a spojenim nové vzniklych bodi s proti-
lehlym vrcholem trojihelniku ziskame déleni na n trojihelniki se stejnymi obsahy. Moznosti
je vSak vice, viz napf. déleni na Sest ¢asti pomoci téZnic na poslednim obrazku nize.|

h bt

N3. Rozdélte pravidelny Sestitthelnik na tfi shodné kosoctverce.

[Pravidelny Sestithelnik lze rozdélit na Sest shodnych rovnostrannych trojahelniki;
kazdé dva sousedni tvofi kosoétverec.]

24



D1. Klara méla c¢tyfi shodné dilky z tvrdého papiru, které ji pripominaly sfingu. Kazdy
dilek byl slepen z rovnostranného trojuhelniku se stranou délky 6 cm a kosoctverce
se stranou délky 3 cm. Klara tyto ¢tyri dilky prikladala k sobé, az se ji povedlo slozit
podobny, ovSem vétsi tvar sfingy. Nakreslete, jak to mohla udélat. (Dilky se neprekry-
valy, nebyly nijak ohnuté, avSsak mohly byt pfeklopené spodni sténou nahoru.)

[Strana kosoc¢tverce je poloviéni vzhledem ke strané trojuhelniku. Vnitini thly troju-
helniku jsou 60°, vnitini tthly kosoc¢tverce jsou 60° a 120°. Klara mohla dilky slozit jako na
obréazku nize.]

Z8-1-3

Pro cisla a, b, ¢, d plati:

cislo a dava po deélent tremi zbytek 1,
cislo b dava po déleni Sesti zbytek 2,
a—b=d-c,

cislo d je délitelne tremi.

Jaky zbytek po déleni deviti muze davat cislo ¢? Najdeéte vsechny moznosti.
(E. Semerdad

vd )
/
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NAVODNE A DOPLNUJICT ULOHY

N1. Najdéte vSsechna pfirozena ¢isla mensi nez 30, kterd po déleni tfemi davaji zbytek 2.
Jaké zbytky davaji tato ¢isla po déleni Sesti? A jaké po déleni deviti?
[Jednd se o ¢isla 2, 5, 8, 11, 14, 17, 20, 23, 26, 29. Po déleni Sesti se pravidelné opakuji
zbytky 2, 5. Po déleni deviti se pravidelné opakuji zbytky 2, 5, 8.]

N2. Jsou déna ¢isla a = 2024 a b = 111. Jaké zbytky po déleni tfemi, ctyrmi a péti davaji
¢isla a, b, jejich soucet a + b a rozdil a — b?
[Cisla a, b, a+b, a—b davaji postupné po déleni tiemi zbytky 2, 0, 2, 2, po déleni ¢tyimi
zbytky 0, 3, 3, 1 a po déleni péti zbytky 4, 1, 0, 3. K urceni zbytkt neni nutné vycislovat
a+baa—b,stadi znat zbytky pro a a b.]

N3. Moje oblibené ¢islo je souctem cisla, které po déleni ctyfmi dava zbytek 1, a ¢isla, které
po déleni osmi davé zbytek 3. Jaké zbytky mohou vyjit po déleni mého oblibeného
¢isla osmi?

[Po déleni osmi déva prvni ¢islo zbytek 1, nebo 5, druhé ¢islo dava zbytek 3. Soucet
téchto ¢isel dava po déleni osmi zbytek 4, nebo 0.]

D1. Najdéte vsechna dvojmistna cisla, kterad jsou délitelnd ¢tyimi, po déleni Sesti davaji
zbytek 2 a po déleni péti davaji zbytek 3.

[Dvojmistnych ¢isel, ktera po déleni Sesti davaji zbytek 2, je patnact: 14, 20, 26, ..., 86,

92, 98. Mezi témito Cisly je sedm délitelnych ¢tyfmi: 20, 32, 44, 56, 68, 80, 92. Mezi témito
Cisly jediné 68 dava po déleni péti zbytek 3.

D2. Jaky zbytek po déleni tfemi dava soucet prvnich 2024 prirozenych cisel?

[Soucet kazdé trojice po sobé jdoucich ptirozenych ¢isel je délitelny tfemi. Posledni tplna
trojice mezi ¢isly od 1 do 2024 konci ¢islem 2022 (to je nejblizsi mensi ¢islo délitelné tfemi).
Cisla 2023 a 2024 davaji po déleni tfemi zbytky 1 a 2, tedy jejich soucet je délitelny tfemi.
Hledany soucet je délitelny tfemi.]

Z8-1-4

Je ddan pravidelny pétiuhelnik ABCDE. Rovnobézka s primkou AB prochdzejici bodem
C' protina primku BD v bodé F. Kolmice k primce CF prochazejici bodem C' protind
primku BD v bodé G.

Urcete velikost uhlu AGF . (P. Bak)

26



NAVODNE A DOPLNUJICT ULOHY

N1. V pravidelném pétithelniku ABCDE je bod P prisecikem piimek AC' a BE. Urcete
velikost thlu EPC.

[Ctytuhelnik EPCD je kosoé¢tvercem. Uhel EPC je shodny s thlem C DE, coZ je vnitini
uhel pétithelniku. Velikost thlu EPC' je 108°.]

D

N2. V pravidelném Sestitthelniku ABCDEF je bod @) prusecikem piimek F'D a AFE. Urcete
velikost thlu AQD.
[Uhlopiicky FD, AE a dalsi ¢tyfi shodné tihlopticky vymezuji pravidelny Sestitthelnik
uvniti daného sestitthelniku. Uhel AQD je vnitinim tihlem tohoto Sestitthelniku, jeho velikost
je 120°.]
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N3. V pravidelném sestitthelniku ABCDEF je bod R priisecikem piimek F'A a BD. Urcete
velikosti thlt ARB a RBC.

[Piimka EB je osou soumérnosti jak daného Sestithelniku, tak vepsaného rovnostran-
ného trojuhelniku FBD. Proto plati | XEBC| = 60° a |XEBD| = |[XCBD| = 30°. Pfimky
FA a EB jsou rovnobézné, tedy (souhlasné) thly ARB a EBD jsou shodné. Velikost uhlu
ARB je 30°. Uhly RBC a CBD jsou sousedni (jejich sou¢tem je piimy thel). Velikost tthlu
RBC je 150°.]

7 A R

D1. V pravidelném 180-tthelniku A; As ... A1go je bod V prisecikem piimek A; A3 a AxA,.
Urcete velikosti tthlu A1 A3As a A1 VAjy.
[Stiedovy uhel pravidelného 180-tihelniku je 1°, vrcholovy uhel je 178°. Trojihelnik
A1A2A3 je rovnoramenny a |XA1A2A3z| = 178°, tedy |KA1A3A2| = 1°. VSechny uhlopticky
shodné s A1As a Az A4 vymezuji pravidelny 180-tthelnik a tthel A;VA4 je jeho vnitinim
thlem. Tedy |KA1VA4| = 178°]

Z8-1-5

Podil nejmensiho spolecneho nasobku a nejvétsiho spolecnéeho délitele cisel a a b je 75.
Soucet cisel a a b je vétsi neZ 100 a mensi nez 200.

Urcete vsechny mozné dvojice ¢isel a a b s uvedenymi vlastnostmi. (E. Semeradovd )
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NAVODNE A DOPLNUJICT ULOHY

NI.

N2.

N3.

N4.

D1.

Urcete vSechny dvojice jednomistnych cisel, které maji jednomistny nejmensi spole¢ny
nasobek.

[Cislo 1 miize byt ve dvojici s jakymkoli jednomistnym ¢islem: (1,1), (1,2), (1,3), (1,4),
(1,5), (1,6), (1,7), (1,8), (1,9). Kazdé ¢islo muze byt ve dvojici s kazdym svym jednomistnym
nasobkem: (2,2), (2,4), (2,6), (2,8), (3,3), (3,6), (3,9), (4,4), (4,8), (5,5), (6,6), (7,7), (8,8),
(9,9). Dale vyhovuje uz jen dvojice (2, 3).]

Urcete vSechny dvojice ¢isel, pro které je soucin jejich nejmensiho spolecného nasobku
a nejvétsiho spolec¢ného délitele roven 75.
[Prvoéiselny rozklad ¢isla 75 je 3-5-5. Odtud dostdvame moznosti (1, 75), (3, 25), (5, 15).]

Pro ¢isla a = 60, b = 48 urcete jejich nejvétsi spolecny délitel D, nejmensi spolecny
nasobek N a ovéite, Ze plati a -b = D - N. Rozhodnéte, zda obdobny vztah plati pro
libovolna cisla a, b.

[Cisla jsou tvaru a = A-D ab = B- D, kde A a B jsou nesoudélna &isla. S timto
znacenim je N = A- B - D, tedy rovnost a-b = D - N plati pro vSechna pfirozena ¢isla a a b.]

Podil nejmensiho spolecného nasobku a nejvétsiho spolecného délitele ¢isel a a b je 6.
Soucet ¢isel a a b je mensi nez 20. Urcete vSechny mozné dvojice ¢isel a a b s uvedenymi
vlastnostmi.

[Vyhovujici nesoudélné dvojice jsou (1,6) a (2,3), vyhovujici soudélné dvojice jsou
(2,12), (4,6) a (6,9)]

Podil nejmensiho spole¢ného nasobku a nejvétsiho spole¢ného délitele navzajem rtz-
nych cisel a, b a ¢ je 30. Soucet kazdych dvou ¢isel z této trojice je vétsi nez 10 a mensi
nez 30. Urcete vSechny mozné trojice ¢isel a, b, ¢ s uvedenymi vlastnostmi.

[Prvociselny rozklad ¢isla 30 je 2 -3 - 5. Jediné tito ¢initelé mohou byt zastoupeni v pr-
vociselnych rozkladech ¢isel a, b, ¢, a to nejvySe ve druhé mocniné pro 2 a 3, resp. v prvni
mocniné pro 5 (aby soucet kazdych dvou ¢isel byl mensi nez 30). Vyhovujici feSeni, az na
poradi ¢isel ve trojici, jsou (1,10,15), (2,10,15), (3,10,15), (5,6,10), (5,6,15), (6,10, 15),
(2,10,12), (4,10,12), (6,10,12), (6,9, 15).]

7Z8-1-6

Rybar Stika chytil nékolik ryb. Kdyz prodal tii nejtlustsi ryby magiteli mistni restau-

race, snizil celkovou hmotnost svého ulovku o 35 %. Kdyz dal tri nejhubenéjsi ryby svému
psovi, snizil hmotnost zbyvajicich ulovenych ryb o pét trindctin.

Kolik ryb chytil pan Stika? (L. Hozova)

NAVODNE A DOPLNUJICI ULOHY

NI.

Rybar Kapr choval ve svém rybniku cejny. Na jare prikoupil polovinu mnozstvi cejni,
které v rybniku mél, a k tomu dostal 20 cejntt od majitele vedlejsiho rybniku. Na
podzim po vylovu ztistalo v rybnice 182 cejnii, coz bylo o 30 procent cejni méné nez
po jarnim navyseni chovu. Kolik cejnit mél pan Kapr na zacatku?

[Po jarnim navySeni chovu bylo v rybnice 260 cejnii, pfed darem majitele vedlejsiho
rybniku jich bylo 240, na zad¢atku mél pan Kapr 160 cejnil.]

29



N2.

N3.

D1.

Stika prohani a pojid4 ryby v rybnice. V utery a ve stfedu snédla o étvrtinu vice
ryb nez pfedchozi den, ve ¢tvrtek a v patek snédla o 20 % vice ryb neZ predchozi den
a v patek snédla 36 ryb. Kolik ryb snédla stika v pondéli? Ktery den méla snédeno
pravé polovinu vsech ryb, které sporadala od pondéli do patku?

[Ve ¢tvrtek stika snédla 30 ryb, ve stfedu 25, v utery 20 a v pondéli 16. Celkem snédla
127 ryb, polovinu méla snédeno béhem ¢étvrtka.|

Rybar Cejn ulovil 15 ryb a vzal je vSechny na trh. Kazda z téchto ryb vézila alespon
500 grami, ale zadna nevéazila vice nez 3 kilogramy. Béhem dne si lidé kupovali velké
ryby a vecer Sel rybar domi s nejmensimi kousky ze svého tlovku. Dohromady nepro-
dané ryby vazily pétinu toho, co ranni tlovek. Kolik nejméné a kolik nejvice ryb pan
Cejn prodal?

[Pokud by v8echny ryby vazily stejné, pak by neprodané ryby byly tfi (3 = 15/5). Pokud
by vSechny prodané ryby vazily 3kg a vSechny neprodané 1/2kg, pak by neprodanych bylo
devét (9/2 =(9/2+6-3)/5). Pan Cejn prodal nejvice 12 a nejméné 6 ryb.]

Do prodejny vina se v noci vloupal kocour. Vyskocil na polici, na niz byly v dlouhé
fadé vyrovnany lahve s vinem. Prvni tfetina lahvi zkraje stala po 160 K¢, nasledujici
tfetina lahvi stala po 130 K¢ a posledni tfetina po 100 K¢é. Nejprve kocour shodil na
zem lahev za 160 K¢, ktera stala iplné na zacatku rady. Pak postupoval déle a shazoval
bez vynechani jednu lahev za druhou. NeZ ho to prestalo bavit, srazil 25 lahvi a ty se
vSechny rozbily. Rano majitel zalitoval, ze kocour nezacal se svym radénim na druhém
okraji police. I kdyby totiz rozbil stejny pocet lahvi, byla by skoda o 660 K¢ mensi.
Kolik lahvi bylo ptivodné na polici?

[Rozdil mezi nejdrazsi a nejlevnéjsi lahvi je 60 K¢. Rozdil celkovych skod zavisi na tom,
ve které tfetiné fady kocour se svym fadénim skonéil: a) Pokud skonéil v prvni tfeting, pak
rozdil skod odpovida poc¢tu shozenych lahvi. Téch bylo 25, ale 25 - 60 # 660. V této tretiné
tedy kocour neskoncil. b) Pokud skonc¢il ve druhé tieting, pak rozdil skod odpovida tfetiné
vSech lahvi. To déla 660/60 = 11 lahvi, celkem 3- 11 = 33 lahvi. Shozenych vSak bylo 25, coz
je vic nez dvé tretiny vSech. V této tfetiné tedy kocour neskonéil. ¢) Pokud skonéil v posledni
tFeting, pak rozdil skod odpovida poc¢tu nedotéenych lahvi. To déla 660/60 = 11 lahvi, celkem

11 + 25 = 36 lahvi. To je vyhovujici moznost. Na polici pivodné bylo 36 lahvi.*|

* Prevzato z 59. ro¢niku MO, tloha Z7-I-1.
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