74. ROCNIK MATEMATICKE OLYMPIADY (2024/2025)

Ulohy doméciho kola kategorie A

1. Predpoklddejme, Ze pro redlnd ¢isla a, b maji vyrazy a®> +b a a + b* stejnou hodnotu.
Jakd nejmensi mize tato hodnota bijt? (Patrik Bak)

KOMENTAR. UkéZeme, Ze nejmensi mozné spolecnd hodnota zadanych dvou vyrazu
je rovna _Zi' Uvedeme vice feseni.

RESENI (sectenim vyrazi). Ozna¢me S spoleénou hodnotu obou vyrazi. Pak

25 =(@+b)+(a+b)=(®+a+H+ P*+b+1) -3 =
2 2

A AT e

takze S =2 —;11. V pouzitych odhadech nastava rovnost, pokud a = b = —%. A tehdy

skutecné plati, ze oba vyrazy maji tutéz hodnotu (—1)2 + (—l) = —

1
2 2 4-

P0OZNAMKA. Z uvedeného scitactho postupu dokonce plyne, Ze pro libovolnd redlna
¢isla a, b plati nerovnost
max(a® + b, b* + a) > —%,

vev T, vr v 1
pricemz rovnost nastane v jediném pripadé, kdy a = b = —3.

JINE RESENT (odeétenim vyrazil). Podle zadani pro éisla a, b plati a® + b = a + b
Prevedenim na jednu stranu a dalsi ipravou dostaneme

0=(a®>+0b)—(a+b*)=a*>—b*—(a—b)=(a—b)a+b—1).

Musi tedy nastat (aspon) jeden z pfipadia b =a, b =1 — a.
>V prvnim pifpadé (b = a) maji oba vyrazy hodnotu a? + a. Doplnénim na ¢tverec
ziskdme
Adta=d"+a+i—1= (a+%)2—i.

Jelikoz druh& mocnina redlného ¢isla je vzdy nezdporna, minimum nastane pro

— g =14 _1
b=a=—3 ajerovno —7.

> Ve druhém pripadé dosazenim b = 1 — a do obou vyrazu zjistime, ze maji hodnotu
a’+(1—a), coz podobné jako v prvnim pifpadé upravime pomoci doplnéni na ¢tverec:

a2—a+1:a2—a+%+%:<a—%)2+

N[N

Minimum je v tomto pripadé %, coz je vice nez —4

W~

KOMENTAR. Misto doplnéni na étverec lze vyuZit zndmych vlastnosti kvadratické
funkce: Jak vime, v pifpadé kladného koeficientu o funkce f(r) = ax? + Bx + v nabyva
minima pro r = —3/(2a) a toto minimum se rovna —3?/(4a) + ~. Napftiklad v prvnim
pifpadé vyse jde o funkci f(a) =1-a?+1-a +0, tedy a = B =1 a v = 0. Jeji minimum
je proto —1/4 a nastava pro a = —1/2.
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NAVODNE A DOPLNUJicCT ULOHY:

NI.

N2.

N3.

D1.

D2.

D3.
D4.

Pro rfiznd redlna ¢isla a,b maji vyrazy a® — b% a a — b stejnou hodnotu. Dokazte, Ze
hodnota a + b je 1. [Ze zadani a® — b> = a — b, po vydéleni nenulovym vyrazem a — b
dostdvdme a + b = 1.]

Jaké nejmensi hodnoty mtize pro realné ¢islo a nabyvat vyraz a? + 3a? [Upravime

a0+ - §2 -

)

e}

nejmensi hodnota je tedy —%, kterou vyraz nabyva pro a = —%]
V oboru realnych é&sel feste soustavu rovnic a? +b = ¢, b2 +c¢ = a, ¢ +a = b. [Po secteni

rovnic dostaneme a? + b% + ¢? = 0, tedy a = b = ¢ = 0. Zkouskou, kterd je zde nutn, se
Ptedpokladejme, Ze pro redlna &isla ay, . . ., a, maji vyrazy a3 +ag, a2 +as,...,a2_; +a,
a a2 + a; stejnou hodnotu. Jaka nejmens{ miize tato hodnota byt? [Oznaéme spoleénou
hodnotu S, pak sec¢tenim podobné jako ve vzorovém feseni ziskdme odhad

2 2
1 1 n
n-S—(a§+a2)+---+(aZ+a1)—<a1+2> —I—--~—|—(an+2) -

1\

9

~ 3

tedy S = —% a rovnost opét nastdvd proa; = --- = a,, = —%}

Pro nenulova realnd ¢isla a, b, ¢ plati a?(b + ¢) = b%*(c + a) = c*(a + b). Uréete viechny
mozné hodnoty vyrazu (a + b+ ¢)?/(a? + b2 + ¢2). [B-73-5S-3]

Pro redlna ¢isla x a y plati 23 + y® < 2. Dokazte, Ze pak rovnéz z +y < 2. [B-57-1-3]
Necht a, b, ¢ jsou pfirozend &isla. Ukaizte, Ze viechna tii ¢isla a? +b+c, b>+c+a, c>+a+b
nemohou byt zdroveri druhé mocniny celych ¢isel. [APMO-2011-P1]


https://www.matematickaolympiada.cz/media/3615402/b73ii.pdf#page=7
https://www.matematickaolympiada.cz/media/3471788/b57i.pdf#page=3
https://artofproblemsolving.com/community/c6h407219p2274367
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2. Martin k sobé prikldda hraci kostky (stejné wvelikosti i
rozmisténim cisel) tak, aby byly vysklddané do tvaru
ctverce libovolné velikosti a aby vZdy na dvou priléhaji-

cich bocnich sténdch byla taz cisla. Kolik nejvice ruznijch

cisel se muze vyskytnout na hornich sténdch kostek?
(Martin Pandk, Josef Tkadlec)

RESENI. Odpovéd: Nejvyse 4 rizna &sla.

Bez 1jmy na obecnosti predpokladejme, ze kostky jsou ocislované jako na obrazku
v zadani, tj. ze ¢isla 1, 2, 3 jsou na sousednich sténach ve sméru chodu hodinovych rucic¢ek
a ze na kazdych dvou navzajem protéjsich sténach jsou cisla se souctem 7.

Pro z € {1,2,3} budeme z-rddkem nazyvat fadek ¢tverce, jehoz prvni kostka zleva
ma na levé sténé ¢islo x nebo 7—x. Podobné budeme x-sloupcem rozumét sloupec ¢tverce,
jehoz prvni kostka zepredu méa na predni sténé ¢islo x nebo 7 — z. VSimnéme si, Ze na
sténach kostek z-radku, resp. x-sloupce, které jsou kolmé na jeho podélnou osu, se stridaji
¢isla x a 7 — x. Na obrazku je priklad 2-radku.

Déle si vS§imnéme, ze pokud se v celé sestaveé vyskytne néjaky z-fadek, nemuize se v ni
vyskytovat zadny z-sloupec, protoze kostka v tomto radku a tomto sloupci by méla dvé
stény s ¢islem x. Rozebereme ted dva pripady:

> Pokud existuje x € {1, 2,3} takové, ze vSechny fadky jsou a-fadky, pak se na hornich
sténach kostek nevyskytuji ¢isla z ani 7 — z, takze jsou tam nejvyse 4 rizna cisla.

> V opac¢ném piipadé existuji rizna y, z € {1, 2,3} takovd, ze néktery radek je y-radek
a néktery fadek je z-fadek. Zadny sloupec proto neni y-sloupec ani z-sloupec, takze
vSechny sloupce jsou w-sloupce, kde w je takové, ze {y, z,w} = {1,2,3}. To znamena,
ze na hornich sténéch kostek se nevyskytuji ¢isla w a 7 — w, takze i v tomto pripadé
jsou tam nejvyse 4 ruzna cisla.

Zbyva uvést priklad c¢tverce kostek, v némz se na hornich sténach vyskytuji 4 rtiznéa
¢isla. Jeden mozny piiklad je na obrazku vlevo (podbarvend ¢isla jsou ta na hornich
sténach).

#4 4}4
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PozNAMKA. Neni obtizné si rozmyslet, Ze dokonce pro kazdé n > 2 lze n? kostek
usporadat do ¢tverce n x n tak, aby se na hornich sténach vyskytovala 4 rizna c¢isla.
Napriklad lze kostky vyskladat jako na obrazku vpravo tak, aby radky byly stiidavé 1-
a 2-Tadky s pocateénimi cisly 1, resp. 2 a vSechny sloupce byly 3-sloupce s poc¢atecnimi
¢isly 3. Na hornich sténach v lichych rfadcich se pak budou stiidat ¢isla 2 a 5 a v sudych
radcich ¢isla 6 a 1.

NAVODNE A DOPLNUJicI ULOHY:

N1.

N2.

D1.

D2.

D3.

V dlohach o skladani kostek predpoklddame, Ze na k sobé priléhajicich sténach kostek
jsou vzdy dvé stejna cisla.

Misto do ¢tverce skladame kostky do rady. Kolik nejvice riznych cisel se mize vyskytnout
na hornich sténach kostek? [Nejvyse 4. V fadé kostek se na priléhajicich sténdch stridaji
jen dvé ¢isla, zaddné z nich proto nemuze byt na horni sténé. Zbyla Ctyti ¢isla na hornich
sténdch byt mohou.

Kostky skldaddme do ¢tverce (tj. do kvadru tvaru n x n x 1). MizZe se na dvou sousednich
boc¢nich sténdch ¢tverce (tj. na sousednich sténach n x 1 slozeného kvadru) objevit ¢islo
17 [Nemuze. V fadé kostek se na ptiléhajicich sténdch stiidaji jen dvé ¢&isla, takze vSechny
kostky v radé, kterd ma ¢islo 1 na boéni sténé, budou mit ¢islo 1 pouze na sténach s ni
rovnobéznych. Pokud by také nékde na sousedni bo¢ni sténé bylo ¢islo 1, musela by je
néjakd kostka mit na dvou svych sténéch, coz je vylouceno.]

Z kostek jsme poskladali krychli 3 x 3 x 3. Uréete mozné hodnoty souctt vsech 54 viditel-
nych cisel za predpokladu, ze kazdéa kostka mé na protéjsich sténédch cisla se souctem 7.
[Soucet je vzdy roven 27-7 = 189. JelikoZ jsou v kazdé fadé tfi kostky za sebou, viditelnd
¢isla na jejich koncich maji stejné jako na jedné kostce soucet 7. Téchto dvojic je 27, proto
je odpovéd 27 - 7 = 189. (Krychli skutecné poskladat 1ze.)]

Ctvercovéa tabulka 10 x 10 je vyplnéna pismeny A, B, C, D tak, ze kazda podtabulka
2 x 2 obsahuje kazdé ze ¢tyr pismen jednou. Dokazte, ze existuje radek nebo sloupec, ktery
obsahuje pravé dvé rizné pismena. [Ukazte, ze pokud jsou v nékterém radku aspon t¥i
ruznd pismena, pak v ném nékde t¥i ruzna lezi vedle sebe, feknéme v poradi ... ABC' ...
V radku pod i nad nimi musi byt tfi pismena ... CDA ... Zopakovanim tohoto argumentu
potom vyjde, Ze v uvedenych tfech sloupcich (a dokonce ve vSech sloupcich) musi byt jen
dvé riznd pismena.]

Urcete nejmensi mozné n, pro které 1ze dovniti krychle 2020 x 2020 x 2020 umistit n kvadri
2020 x 1 x 1 tak, aby kazdy kvadr mél stény rovnobézné se sténami krychle, zadné dva
kvadry se neprotinaly (dotykat se mohou) a aby se kazda ze ¢tyf obdélnikovych stén
kazdého kvadru dotykala bud jiné obdélnikové stény jiného kvadru nebo nékteré stény
celé krychle. [USAMO-2020-P2]


https://artofproblemsolving.com/community/c5h2156978p15952773
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3. Na tabuli jsou napsana navzdjem riznd prirozend cisla se souctem 2024. KaZdé z nich
krome nejmensiho je ndsobkem souctu vsech mensich napsanych cisel. Kolik nejvice

cisel muze na tabuli byt? (Patrik Bak)

RESENI. Ukézeme, Ze na tabuli mfize byt nejvyse 6 ¢isel.

Oznacme c¢isla na tabuli postupné a; < ay < ... < a, a pro kazdé k = 1,...,n
oznaéme S = aj + ... + a soucet nejmensich k z nich. Ze zadani vime, ze s, = 2024.
Navic pro kazdé k = 1,...,n — 1 plati™ si | ags1, a tedy plati i si | axr1 + Sk = Sk+1-

Posloupnost (s1, $2,...,8, = 2024) je proto posloupnosti kladnych délitelu ¢isla 2024,
z nichz kazdy dalsi délitel je ndsobkem toho predchoziho.

Jelikoz pro kazdé k € {1,2,...,n — 1} je ¢islo sg41 nésobkem cisla s (a je ostie
vetsi nez sy ), musi ¢islo s,y ve svém rozkladu na prvocinitele obsahovat alespon jednoho
prvocinitele navic oproti rozkladu ¢isla s.

Cislo 2024 = 452 —1 = 44-46 = 2-2-2-11-23 obsahuje ve svém rozkladu 5 prvociniteld,
takze v posloupnosti sq,ss,... se mize vyskytnout nejpozdéji na Sestém misté. Tento
pripad sg = 2024 pritom nastane prave tehdy, pokud soucet s; nemé zadného prvocinitele,
tedy s; = 1, a pokud kazdy dalsi soucet sxi11 méa pravé o jednoho prvocinitele vice nez
predchozi soucet sj.

Zbyvéa dokazat, ze 6 cisel na tabuli byt muze. Odpovidajici priklad zkonstruujeme
pomoci tvah vyse. Za posloupnost souc¢ti muzeme vzit napiiklad (sq,s2,...,8¢) =
= (1,11,22,44, 88,2024). Tomu odpovida posloupnost ¢isel

(al,ag,...,ag) = (81,82 — 81,83 — S92, Sg —85) (1 10 11 22 44 1936)

ktera skutecné vyhovuje zadani.

PozNAMKA. Existuje celkem osm vyhovujicich piikladu Sesti ¢isel

1,10, 11, 22, 44, 1936),
1,10, 11, 22, 968, 1012
1,10, 11, 484, 506, 1012
1, 10, 242, 253, 506, 1012),

(1, ) (1,22, 23, 46, 92, 1840),
( ), (1,22, 23, 46, 920, 1012),
( ), (1,22, 23,460, 506, 1012),
(1, ) (1, 22, 230, 253, 506, 1012).

Tyto Sestice vzniknou ze vSech vyse popsanych posloupnosti délitelt
s1 =1, s9€{11,23}, s3€{22,46,253}, ..., sg= 2024,

kde (pouze) pripady so = 2 jsou vylouceny, nebot obé ¢isla aj, as by pak byla rovna 1.
(Do levého, resp. pravého sloupce jsme vypsali ty Sestice, pro néz s, = 11, resp. s = 23.)

JINE RESENI. Uvedeme dalsi zptsob jak dokdzat, Ze ¢isel muze byt nejvyse Sest.
Jako v prvnim feseni oznac¢me ¢isla na tabuli ¢y < as < ... < a,. Postupujme od
mensich ¢isel k vétsim a nasobky zminéné v textu tlohy vyjadifujme pomoci ptirozenych
Cisel kl, kz, ceey kn—l-
> Ze zadani je as nasobkem aq, plati proto as = k1 - a1 pro vhodné k;.

* Jako obvykle zapis d | m znadi, ze ¢éislo d je délitelem é&isla m.

5
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> Ze zadani je ag nasobkem sou¢tu a; + as = a; + kija; = (1 + k1)aq, plati proto
az = ko(1 + k1)ag pro vhodné ks.
> Ze zadani je ay nasobkem souctu

(a1 + CLQ) =+ as — (1 + k1>a1 + kz(l + kl)al = (1 + /{Zz)(l + kl)al,

plati proto ag = k3(1 + k2)(1 + k1)a; pro vhodné kj.
Témito vypocty se postupné dostaneme az k souctu vsech n napsanych cisel:

aq —|—CI,2 + ...+ Ay = (1 + kn_l)(l + k’n_Q) ce (1 + kg)(l + k:l)al.

Kazda z n — 1 zavorek na pravé strané je celé ¢islo vétsi nez 1. Zaroven leva strana je ze
zadani rovna 2024, coz je, jak uz vime, ¢islo s péti prvociniteli. Zavorek na pravé strané
muze byt proto nejvyse 5, tedy n — 1 < 5 ¢ili n < 6, jak jsme slibili dokazat.

NAVODNE A DOPLNUJicT ULOHY:

NI1.

N2.

D1.

D2.

D3.

D4.

Najdéte vsechny dvojice riznych prirozenych ¢isel, v nichz vétsi ¢islo je ndsobkem toho
menstho a jejich soudet je 74. [Vyhovuji dvojice (1,73) a (2,72). Oznadéime-li hledand
Gisla a a k- a, kde k = 2 je celé, pak 74 = a + ka = a(k + 1), pficemz k + 1 = 3, takze
k+ 1 je délitelem &isla 74 = 2 - 37 vét$im nez 3, tedy je to bud 37 nebo 74.]

Jakou nejvétsi délku mtze mit rostouci posloupnost kladnych celych ¢isel, ve které je
kazdy ¢len nésobkem predchoziho a posledni ¢len je roven 10007 [7. Kazdy dalsi ¢len
musi mit v rozkladu na prvocinitele aspon jednoho prvocinitele navic oproti predchozimu
¢lenu. Jelikoz ¢&islo 1000 = 10% = 22 - 53 m4 6 prvociniteltl, miZe byt celkem ¢lenti az 7
(prvni ¢len totiz muze byt 1).]

Najdéte vSechna prirozend cisla n, pro ktera plati rovnost

n+d(n)+d(d(n))+...=2021,

kde d(0) = d(1) = 0 a pro k > 1 je d(k) superdélitel &isla k (tj. jeho nejvétsi délitel d
s vlastnosti d < k). [MO-70-A 11T 4]

O lichém prvocisle p fekneme, Ze je specidlni, pokud soucet vsech prvocisel mensich nez p
je ndsobkem p. Existuji dvé po sobé jdouci prvodisla, kterd jsou specidlni? [MO-73-A-T-4]
Najdéte vSechna celd ¢isla n 2 3 s nédsledujici vlastnosti: pokud sefadime délitele éisla n!
vzestupné jako 1 = dy < dy < ... < dp = n!, potom plati do —d; < d3 —dy £ ... <
< dp — dg—1. [USAMO-2024-P1]

Urcete vSechna slozena ¢isla n > 1 s nasledujici vlastnosti: pokud seradime délitele Cisla n
vzestupné jako 1 = d; < ds < ... < dj = n, potom d; je délitelem souctu d; 1 + d; 2 pro
kazdé 1 <4 < k— 2. [IMO 2023 P1]


https://www.matematickaolympiada.cz/media/3472029/a70iii.pdf#page=9
https://www.matematickaolympiada.cz/media/3646091/a73i.pdf#page=9
https://artofproblemsolving.com/community/c5h3281035p30216459
https://artofproblemsolving.com/community/c6h3106752p28097575
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c ¢
4. Pro trojihelnik ABC plati |AB| = 13, |BC| = 14, |CA| =
= 15. Jeho posunutim o wvektor délky 1 vznikne trojuhelnik

A'B'C’. Urcete nejmensi mozni obsah priniku trojihelniki
ABC a AB'C". (Tomas Bérta) A B’

A B

RESENT. UkédZeme, Ze nejmensi mozny obsah je 7803/112 = 69,67.

V celém teseni budeme vyuzivat toho, ze dany trojihelnik ABC' je ostrouhly a ze
kterdkoli jeho vyska je vétsi nez zadana délka posunuti (rovna 1); tato (intuitivné ziejma)
tvrzeni ovérime az na uplném konci pfimym vypoctem.

Na tivodnim obrazku vidime Sestithelnik slozeny z Sesti kopii téhoz trojihelniku ABC
o strandch délek |BC| = a, |CA| = b, |AB| = c¢. Podle vykreslenych vektoru je patrné,
ze at vybereme vektor posunuti jakkoli, vzdy bude lezet bud v nékterém vnitinim thlu
trojuhelniku ABC, nebo v thlu k nému vrcholovém, pokud tento vektor umistime do
vhodné zvoleného vrcholu trojihelniku ABC' (Cervené vektory do vrcholu A, zelené do
vrcholu B a modré do vrcholu C'). Pripadem vrcholovych tihli se nemusime zabyvat,
protoze (jak ilustruje nésledujici dvojice obrazku) vysledny prunik dvou trojihelniki se
nezmeéni, pokud namisto posouvani ptivodniho trojuhelniku ABC o dany vektor posuneme
vysledny trojihelnik A’B’'C” o vektor k nému opacny.

Cl

C

Zaméime se ted na ptipad, kdy vektor posunuti AA’ (zadané délky 1) lezi v thlu
BAC (zbyvajici ptipady, kdy BB’ lezi v uhlu ABC, resp. kdy CC’ lezi v ihlu BCA,

7
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nebudou o nic tézsi). Jelikoz plati v, > 1 (kde v, znaci jako obvykle vysku z vrcholu A
v trojihelniku ABC'), prunikem trojihelniki ABC' a A’B’'C’ bude trojihelnik A’XY,
kde X a Y jsou ty body na strané BC, pro které plati A’X || AB a A'Y || AC (viz dalsi

obrézek vlevo).

Cl

Diky rovnobéznostem stran je trojuhelnik A’ XY podobny trojihelniku ABC, a méa
proto nejmensi mozny obsah pravé tehdy, kdyz mé nejkrat$i moznou vysku z vrcholu A’.
Jelikoz trojuhelnik ABC je ostrouhly, je tato vyska nejkratsi, kdyz vektor posunuti AA’
je kolmy ke strané BC. Tehdy je vyska z vrcholu A’ v trojihelniku A’XY rovna v, — 1
(viz obrazek vpravo). Trojihelniky A’XY a ABC jsou tudiZz podobné s koeficientem

podobnosti ”j}—_l, a tak pro nejmensi mozny obsah pruniku v uvazovaném pripadé
a

dostavame hodnotu
2 2
v, — 1 1
SABC'(a > :SABC'(l__) ,
Va Vq

Podobné v pripadech, kdy v trojihelniku ABC' lezi vektor BB’, resp. vektor C'C’,
dostaneme pro nejmensi moznou hodnotu obsahu priniku vyjadreni

1\° 1\°
SABC - (1 - —) , resp. Sapc - (1 — —) .
Up Ve

Z nerovnosti |AB| < |BC| < |CA| zfejmé plyne v, > v, > wp, a proto nejmensi

z nalezenych ti{ minimélnich hodnot je hodnota Spc - <1 — %) .

Zbyva vypocitat Sapc a vp. Podle Heronova vzorce (viz poznamku pod ¢arou) plati

Sapc = V/s(s = a)(s = b)(s — o),

kde s = $(a+ b+ ¢) = 21 je polovina obvodu trojihelniku ABC. Po dosazeni ziskdme
Sapc = V21-8-7-6 = 84. Ze vztahu Sapc = %b - vp pak dostavame v, = % = 5—56.
Tim jsme také overili, ze nejkratsi vyska vy, je delsi nez 1. To, 7Ze trojihelnik je ostrothly,
plyne z nerovnosti 15% < 132 + 142 (diky kosinové vété b* = a® + ¢ — 2ac cos 3 pak proti
nejdelsi strané b lezi thel 3, jehoz kosinus je kladny). Zavérem dopocteme

1\?2 51\? 7803
Supc- (1= =) =84- (=) =22 =6967.
ABC( vb) (56) 112 ’
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NAVODNE A DOPLNUJicCT ULOHY:

NI.

N2.

D1.

D2.

D3.

D4.

Uvnitt trojihelniku ABC' na jeho stfedni pricce rovnobézné se stranou BC je dén
bod P. Rovnobézky se stranami AB, AC vedené bodem P protnou stranu BC postupné
v bodech @, R. Dokazte, ze obsah trojuhelniku PQR je roven ¢tvrtiné obsahu trojuhelniku
ABC. [Trojihelniky PQR a ABC maji rovnobézné strany, takze jsou podobné. Vyska ke
strané QR ma poloviéni délku nezli vyska ke strané BC, takze koeficient podobnosti je
1/2. Obsah trojthelniku PQR je proto roven (1/2)? = 1/4 obsahu trojihelniku ABC']
Spoctéte obsah trojuhelniku se stranami délek a =5, b =6, ¢c=T7. [6\/6 = 14,7. Staci do-
sadit do Heronova vzorce* Sapc = /s(s — a)(s — b)(s — ¢), kde s = 1(a + b+ ¢) je polo-
vina obvodu. Vyjde s = 9a Sapc = vV9-4 -3 -2 = 61/6. Piipadné lze postupovat také na-
sledovné: Z kosinové véty ¢ = a®+b*—2ab cosy plyne cosy = (a® + b* — ¢?)/(2ab) = 1/5,
takze siny = y/1 — cos?y = 2/6/5a Sapc = %ab siny = 64/6. (Zminény Herontv vzorec
1ze odvodit podobné jako v uvedeném vypoctu pomoci tiprav S? = %a2b2(1 —cos?y) =
= 1a?b*(1 + cosy) - (1 — cosy) = 15 ((a+b)? — )(? — (a — b)?).)]

Uréete nejuétsi mozny obsah primiku trojthelniktt ABC a A’B'C’. [Vyjde 84-(14/15)? =
= 5488/75 = 73,17. Ukazte, Zze maximum nastane, pokud bude vektor posunuti rovno-
bézny s nékterou ze stran trojihelniki. Prislusny koeficient podobnosti pak bude 12/13,
13/14 nebo 14/15, pficemz maximum davé pravé posledni z nich.]

Pro dané kladnd ¢isla a a d plati d < a £ 4d. Posunutim ¢tverce ABC'D o strané délky a
o libovolny vektor délky d vznikne Ctverec A’B’C’D’. Urcete nejmensi mozny a také
nejvétsi mozny obsah pruniku ¢étverect ABCD a A’B'C'D’. [Minimum je a(a — d),
maximum je (a — d//2)?. Primikem je totiz obdélnik o obsahu S = (a — x)(a — ¥),
kde nezdpornd ¢isla z, y jsou délky kolmych pramétu vektoru posunuti na piimky AB,
AD. Pro soutet s = x + y ziejmé plati s > d a také s < dv/2, nebot 22 + y? = d?
a (x4 y)? < 2(2? + y?). Uzitim rovnosti zy = (z +y)? — 3(2* + y?) = 3% — 3d°
zapfSeme obsah S jako funkci souctu s: S(s) = a? — (z+y)a+zy = 35° —as+a* — 1d°.
To je kvadraticka funkce s minimem v bodé ia, ktery lez{ diky predpokladu a < 4d nalevo
od intervalu (d, dv/2) se véemi moznymi hodnotami s. Zbyva vyuzit toho, Ze na tomto
intervalu je uvazovana funkce rostouci a Ze hodnoty s = d a s = dv/2 jsou dosazitelné.]

V pravoihlém trojithelniku ABC ozna¢me C'Cy vysku k preponé AB a dale oznacme r, rq,

ro postupné poloméry kruznic vepsanych trojuhelnikim ABC, ACCy, BCCy. Dokazte,

) 2 _ .2
zer]+ry=r-.

C

T2

A Co B

[Trojihelniky ABC, ACCy a CBCy jsou navzajem podobné, takze existuje redlné ¢&islo x
takové, ze r = z - |AB|, 11 = x - |AC|, ro2 = z - |BC|. Dokazovani rovnost je tudiz
r?-nasobkem rovnosti z Pythagorovy véty pro AABC.|

V pravotihlém trojuhelniku s vepsanou kruznici o poloméru r méa vyska k preponé
velikost v. Dokazte nerovnosti

04 <= <0p5.
v

* O tomto proslulém vzorci se vice doctete v élanku J. BlaZek: Ctyii ditkazy Heronova vzorce.
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D5.

D6.

[S. Hordk: Nerovnosti v trojihelniku, SMM sv. 57, piiklad 25, str. 50-52.]

Je dan lichobéznik ABCD se zékladnami AB a CD. Ozna¢me k; a ko kruznice s pruméry
BC a AD. Déle oznacme P prisec¢ik primek BC a AD. DokazZte, ze teény z bodu P ke
kruznici ky sviraji stejny thel jako te¢ny z bodu P ke kruznici ko. [MO-71-A-T-2]
Dokazte, ze pro libovolny trojuhelnik T' o obsahu 1 existuje primka p, pro kterou ma
prunik trojuhelniku T a jeho obrazu v osové soumeérnosti podle primky p obsah vétsi nez %.
[Z trojihelnikové nerovnosti 1ze odvodit, Ze v kazdém trojihelniku existuji dvé strany, pro
jejichz délky a, b plati 1 < a/b < (1 + v/5). Pokud za p zvolime osu ihlu mezi témito
stranami, vyjde prinik o obsahu alespon 3 — /5 = 0,764, viz také USAMO 1996 P3.
Komplikovanéjsim zpusobem lze dokazat, ze vhodnou volbou piimky p lze zajistit prinik
o obsahu dokonce alesponi 2v/2 — 2 = 0,828, tuto konstantu navic nelze zlepsit, viz

Wikipedia. |
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5. Saba se snaZi z prizemi nekonecné vysokého mrakodrapu dostat do n-tého patra pomoci
zvldstniho vytahu. Ve wvytahu jsou tlacitka 0,1,2,... Po pronim stisknuti tlacitka
pojede vytah nahoru a po kaZdém dalsim jede vidy opacnym smeérem, neZ posledné,
pricem? po stisknuti tlacitka k popojede vidy o 2F pater. Navic kazdé dalsi stisknuté
tlacitko musi mit mensi cislo neZ to predeslé. Dokazte, Ze Saba se do kazZdého patra
n 2 1 miZe dostat praveé dvéma riznymi postupy. (Morteza Saghafian)

RESENT. Ozna¢me t prvni tlaciko, které Saba stiskne. Pro ¢ € {0,1,2,3} miZeme
vypsat vSechny mozné postupy, které mutze Saba pouzit, a patra, ve kterych skondi.
Dostaneme nésledujici seznam (pfi daném t postupy usporadame podle poctu uzitych
tlacitek):

t=0: 20=1.
t=1. 21=2 9l _920_1

22 91 =2
93 _92_4 93_92490l _¢
f=3 923—8 923_921—6 923_924900_§ 925_92 9l _90_5
93 _ 907 93_9l 90_7

Tyto ,malé“ pripady nas mohou vést k domnénce, ze pro kazdé prirozené t plati
nasledujujici tvrzeni:

Pokud Saba pouzije jen tlacitka mensi nebo rovna t, miize se dostat do kazdého z pater
1,2,...,2t — 1 pravé dvéma zpiisoby a dale jen do patra 2t pravé jednim zpiisobem.

Poté, co domnénku dokazeme, tloha bude zfejmé vytesena.

K dikazu domnénky pouzijeme matematickou indukci. Pro nejmensi hodnoty ¢ €
€ {1,2,3} jsme tvrzeni overili vyse.

Predpokladejme nyni, Ze tvrzeni plati pro néjaké pevné ¢t = 3, a dokazme, Ze pak
plati i pro ¢ + 1. K tomu uvazime vSechny postupy, kdy Saba pouzije jen tlac¢itka mensi
nebo rovna t + 1. Rozlisime je podle toho, jestli pouzivaji tlacitko ¢t + 1 a jestli kromé néj
pouzivaji i néjaké jiné tlacitko.

a) Pomoci postupt, které tlaciko t + 1 nepouzivaji, se podle indukéniho predpokladu
Saba dostane do kazdého z pater 1,2,...,2 — 1 pravé dvéma zptisoby a navic do
patra 2¢ pravé jednim zpiisobem.

b) Pokud Saba stiskne tlacitko ¢t + 1 a po ném jesté aspon jedno dalsi, po prvnim stisku
bude nasledovat libovolny z postupti vyhodnocenych vyse. Pfi ném se ovSem na rozdil
od puvodniho postupu oto¢i vSechny sméry chodu vytahu, takze pokud ptvodni
postup vedl do patra p, novy postup povede do patra 2! — p. Pomoci vSech téchto
novych postupti se tak Saba mtze dostat do kazdého z pater

ottt —q, ottt o ol 2t 1) =241

Y

pravé dvéma zptisoby a navic do patra 2!t — 2f = 2! pravé jednim zpiisobem.
c¢) Pokud Saba stiskne jen tlacitko ¢ + 1, dostane se do patra 2t

11
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Celkem jsme dokazali, ze Saba se miize dostat pravé dvéma zpiisoby do kazdého
z pater 1,2,...,2" — 1 (pifpad a), 2 (piipady a, b), 28 + 1,2t +2,... 271 — 1 (pFipad
b) a navic pravé jednim zptisobem do patra 20! (p¥ipad c). Tim je ditkaz matematickou
indukeci hotov.

P0ozZNAMKA. Moznych domnének, které lze odpozorovat a nésledné dokézat matema-
tickou indukci, je vice. Napriklad: Pokud Saba zacne stisknutim tlacitka t = 1, miZe se
dostat do kazdého ze dvou pater 2t=1, 2¢ pravé jednim zpiisobem a navic do kazdého
z ,mezipater“ 2=t 4+ 1,...,2! — 1 pravé dvéma zpiisoby.

JINE RESEN{. V tomto feseni budeme pracovat se zapisy ¢isel ve dvojkové soustave.
Napriklad ¢islo 58 1ze zapsat jako

58 =32+ 16 +8+2=2° + 2% + 23 + 2! = (111010)s.

Pri praci se zapisem c¢isla ve dvojkové soustavé c¢islujeme pozice zprava postupné od 0,
tj. zde bychom ftekli, Ze ¢islo 58 mé ve dvojkovém zapisu jednicky na pozicich 1, 3, 4,
5 (které odpovidaji s¢itanciim 2%, 23, 24, 2%) a nuly na pozicich 0, 2 (které odpovidaji
chyb&jicim s¢itanciim 2°, 22). Dodejme dobfe znamy fakt, ze kazdé pfirozené éislo mé ve
dvojkové soustavé jednoznacny zapis (viz feseni navodné tlohy N2).

Zpatky k tloze. Nejdiiv rozeberme pripad, kdy Saba stiskne dohromady sudy pocet
tlacitek, tedy po poslednim stisknuti vytah pojede doli. Konkrétné po stisknuti 2k tlaci-
tek postupné s ¢isly

a1 >by >as>by > ... >ar > b

skonéi vytah v patie s ¢slem n = (291 — 201) 4 (292 — 2b2) 4+ (2% — 2%). Podivejme
se na zapis tohoto c¢isla ve dvojkové soustavé. Pro rozdil v kazdé zavorce plati

20 —gbi = gm~l pomim2 4 4 obi

takze jde o cislo, které mé ve dvojkové soustavé jednicky praveé na pozicich b; az a; — 1.
V zapise vysledného souctu n tak vSechny jednicky vytvori k souvislych tsekii s pozicemi

(0,1—1,...7191), ((1,2—1,...,1)2), ey (ak—l,...,bk),

pritom kazdé dva tyto sousedni tiseky budou oddéleny aspon jednou nulou, nebot mezi
pozicemi b; a a;+1 — 1 je vzdy aspon pozice a;y1. Pokud tedy Saba ma stisknout sudy
pocet tlac¢itek, muze se do daného patra n = 1 dostat vzdy pravé jednim zpusobem:
¢islo n zapise ve dvojkové soustavé, v zapisu najde co nejdelsi souvislé tiseky jednicek,
oznadi je zleva po tadé (a; — 1,...,b;) proi € {1,2,...,k} a postupné stiskne tlacitka
ai, by, ..., ak, bg. Napiiklad pro patro 58 = (111010), takto najde dva tseky

(a1—1:5, 4, 3:b1>, (ag—lzlzbg),

a pak postupem (ay, by, as,by) = (6,3,2,1) se skuteéné dostane do patra 26 — 23 4 22 —
— 2! = 58.
Podobné ve druhém pripadé, kdy Saba stiskne lichy pocet tlacitek, reknéme s ¢isly
a; >by >a9 >by > ... >ap > by > apy1,

12
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skon¢i v patte s ¢islem n = Zle(Z‘“ —2bi) 4-2%+1 které ma v dvojkové soustavé jednicky
na usecich pozic (a; — 1,...b;) a na pozici ag1 (vSude jinde ma nuly, zejména aspon
jednu mezi kazdymi dvéma sousednimi tseky jednicek z prvnich k useki). Kazdé n 2 1
lze v uvedeném tvaru zapsat pravé jednim zpusobem — jako axy; musi Saba zvolit pozici
prvni jednicky zprava v dvojkovém zapisu ¢isla n, tuto jednicku prepiSe na nulu a déle
uz postupuje jako vyse v pripadé sudého poctu tlacitek. I zde je tedy pravé jeden mozny
postup. Napriklad pro patro 58 = (111010), Saba prepiSe na nulu jednicku na pozici 1,
najde jediny usek jednicek (a; — 1 =15,4,3 = by), takze bude k =1 a ax41 = 1, a pak se
postupem (ay, by, az) = (6,3,1) skutecné dostane do patra 26 — 23 4 2! = 58,

POZNAMKA. Z podaného Feseni, které jsme zalozili na uziti dvojkové soustavy, plyne,
ze dva mozné postupy, jakymi se Saba dostane do patra s danym ¢islem n, kond¢i stiskem
téhoz tlacitka a, jednou pro pohyb o 2 pater nahoru, podruhé pro takovy pohyb dolt.
Navic plati, ze 2% je nejvétsi mocnina dvojky, kterda dané ¢islo n déli. Odtud plyne, Ze oba
postupy pro dané n lze postupné konstruovat ,odzadu“, aniz pfedem urcime dvojkovy
zapis ¢isla n. Napiiklad pro ¢islo n = 58, které je délitelné 2!, ne vSak 22, celd konstrukce
pro lichy pocet stiskli tlacitek (posledni pohyb bude o 2! pater nahoru) bude vypadat
takto

58, 58 — 2! =56, 56 + 2% =64, 64 — 2° = 0;

pro sudy pocet stiski tlac¢itek bude mit tvar
58, 58 + 21 =60, 60 — 22 =56, 56 4+ 2% = 64, 64 — 2% = 0.

Hledané skupiny tlacitek tedy jsou (6,3,1) a (6,3,2,1).

Dodejme, zZe tuto poznamku nelze povazovat za tplné feseni — napiiklad by jesté bylo

potieba zdiuvodnit, ze
> pouzitim uvedeného postupu ,,odzadu® nikdy nezajedeme do podzemi a ze
> po konecné mnoha krocich skutecné dojedeme do ptizemd.

Prvni tvrzeni lze zdtvodnit naptiklad tak, ze z kteréhokoliv patra s kladnym ¢islem
2¢ . [, kde [ je liché ¢islo, popojedeme jen o 2¢ pater, tedy skonéime v patie s éislem
alespor 2¢ -1 —2¢ > 20 — 21 > (. Druhé tvrzeni lze zdivodnit riiznymi zptisoby — napiiklad
Ize indukei dokazat, Ze pokud zac¢indme konstrukci odzadu v patfe n a plati n < 2F,
pak nikdy nenavstivime patro s ¢islem vétsim nez 2F. Z toho pak vyplyva pozadované
tvrzeni. Jelikoz totiz v kazdém kroku popojedeme o vice pater nez v predchozim kroku,
po koneéném poctu krokti takto dojedeme bud do pifzemi nebo do patra s ¢islem 2%
(a z néj nasledné do prizemi).

NAVODNE A DOPLNUJICT ULOHY:

N1. Kam (a kolika postupy) se Saba muze dostat, pokud ve vytahu budou jen tlacitka 0, 1, 27
[Pokud prvné stiskne tlacitko 2, miize se dostat do pater 4 = 22, 3 =22 —20 2 =22 — 21
3 =22 -2 + 29 Jinak se miize dostat do pater 2 = 2!, 1 =21 —20 a1 =29, Celkové se
do patra 4 muze dostat jednim postupem a do pater 1, 2 a 3 dvéma postupy.|

N2. Dokazte, ze pokud vytah neméni smér (tedy jezdi pouze nahoru), mize se Saba do
kazdého patra n = 1 dostat pravé jednim postupem. [Médme dokazat, ze kazdé n = 1
Ize vyjadrit pravé jednim zpusobem jako soucet ruznych celoc¢iselnych mocnin dvojky.
Toto tvrzeni je znamé jako jednoznacnost zapisu ve dvojkové soustavé. Nacrtneme dukaz
matematickou indukei: Staéi dokdzat, ze pro kazdé k = 1 méa 2**! podmnozin mnoziny
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N3.

D1.

D2.

D3.

D4.

D5.

{2921, ..., 2%} navzajem riizné soucty prvki, a to ¢isla od 0 po 2¥+1—1. Pro k = 1 tvrzeni
plati. Pfedpokladejme, Ze tvrzeni plati pro k — 1. Podmnoziny, které neobsahuji prvek 2%,
maji podle predpokladu soucty 0, ...,2* — 1. Podmnoziny, které prvek 2* obsahuji, maji
soucty o 2% vétsi, tedy 28 +0,...,2F +2F — 1 =2~ 1]

Dokazte, ze (kladny) rozdil dvou riznych mocnin dvojky lze vyjadfit jako soucet nékolika
po sobé jdoucich mocnin dvojky (jedné nebo vice). [Pro kazda dvé pfirozend ¢isla a > b
plati 2¢ — 26 =20 4 2b+1 1 1 991 i3k snadno ovéfime pFictenim 2° k obéma strandm
a opakovanym vyuzitim vztahu 2" 4 27 = 27+1

Méme rovnoramenné vahy a 4 zdvazi, kterd mizeme poklddat na misky vah. a) Najdéte
priklad sady 4 zavazi, pomoci které miuzeme odmérit kazdou celoc¢iselnou vahu od 1 po
15, pokud méme dovoleno poklddat zdvazi jen na levou misku vah. b) Najdéte priklad
sady 4 zdvazi, pomoci které mizeme odmérit kazdou celociselnou vahu od 1 po 40, pokud
méme dovoleno poklddat zdvazi na ob& misky vah. [a) Jedna takova sada je {1,2,4,8}.
b) Jedna takové sada je {1,3,9,27}. ]

Dokazte, ze kazdé prirozené cislo n lze vyjadrit pravé jednim zpisobem jako

n=c - U+c-2'+c3-3'4+...+cp -kl

kde k=21a0=¢; <iprokazdéie {1,2,...,k}, pfitom ¢, # 0. [Jde o vyjaddieni ¢isla n
v tzv. faktoridlové soustavé (viz Wikipedia). Nejprve dokdzeme pro kazdé prirozené m
pomocnou rovnost 1 - 11 +2-21 4+ ...+ m-m! = (m+ 1)! — 1 — stadi bud v souctu
(2-1)-'+B=1)-2!4-- -4+ ((m+1)—1)-m! rozndsobit zavorky a vysledek zjednodusit,
nebo uzit matematickou indukci. Tu ale hlavné vyuzijeme k dikazu tvrzeni ze zadani
vlastni tilohy D2: Pro n = 1 tvrzeni zfejmé plati; plati-li pro vSechna n’ mensi neZ dané
¢islo m > 1, najdeme k nému nejprve jednoznacné uréend prirozend ¢isla k a ¢, kde ¢ < k,
takovd, Ze c- k! S n < (¢+1) - kl. Z pomocné rovnosti pro m = k plyne, Ze nalezené k je
prave to, které musi byt v kazdém vyjadieni n ze zadani D2 a Ze navic v ném musi platit
¢ = ¢; z indukéniho predpokladu pro n’ = n — ¢ - k! < n pak dostdvdme i jednoznacné
urcené koeficienty ¢; s indexy i < k, nebot n’ < k! (nékolik poslednich z téchto koeficientii
mohou byt nuly, v piipadé n’ = 0 to jsou dokonce samé nuly).]

Je dano celé ¢islo z < —1. Dokazte, ze jakékoli nenulové celé ¢islo n ma vyjadieni

k k—1
n=cgz +Cp_1%2 + ...+ 12+ ¢,

kde k =2 0 a ¢k, ck—1,...,c1,co jsou celd ¢isla z mnoziny {0,1,...,|z| —1}. Ukazte rovnéz,
7e za podminky c; # 0 je takové vyjadieni daného n jediné. (V pripadé z = —2 se
jednd o vyjadreni c¢isla n v ,minusdvojkové® soustavé. Poziéni soustavy se zapornymi
zaklady nasly praktickd uplatnéni i z divodu, ze i zaporna ¢isla jsou v nich zapisovana
bez znaménka, napiiklad —7 = (1001)_5. Viz také Wikipedia.) [Vyuzijte toho, Ze ¢isla
Co,C1,C2, - . . 1ze postupné urcit kongruencemi

n—cC n—cp—Ccz

co=n (mod |z]), ¢ = . (mod |z]), ¢ = — (mod |z]),...]

Fibonacciho ¢isla F, jsou definovana jako Fy, = F», = 1 a F,, = F,_1 + F,,_5 pro
kazdé n = 3. Dokazte, ze kazdé prirozené ¢islo lze vyjadiit jako soucdet jednoho nebo
vice navzdjem riznych Fibonacciho ¢isel tak, Ze tento soucet neobsahuje zadna dvé po
sobé jdouci Fibonacciho ¢isla. Dale dokazte, ze bez pouziti F; je dokonce toto vyjadreni
jednoznaéné. [Zeckendorfova véta (Wikipedia)]

Beruska Blanka sedi v roviné s kartézskou soustavou souradnic a za¢ne skakat rovnobézné
se souradnicovymi osami tak, ze v n-té minuté pro kazdé prirozené cislo n skoci prave
jednou, a to v nékterém ze ¢ty moznych smért s délkou skoku rovnou Fibonaccimu ¢islu
F,, (definovaném v D4). Predpoklddejme, Ze prvni dva Blanéiny skoky byly navzdjem
kolmé. Dokazte, Ze se Blanka uz nikdy nemuze vratit tam, odkud zacala skdkat. [[CMC—
6.1-P3]
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6. Oznacme Iu, I, Ic po Tadé stredy kruznic pripsanych strandm BC, CA, AB
trojuhelniku ABC. Pruseciky vysek trojihelniki I14BC, AlgC, ABIc oznacme po
radé X, Y, Z. Dokazte, Ze trojuhelniky ABC a XY Z jsou shodné. (Michal Janik)

RESENT. Oznaéme I stfed kruznice vepsané trojihelniku ABC. Pifmky BI, Bl jsou
osami vnitfniho a vnéjsiho thlu pii vrcholu B trojihelniku ABC'. V této roli to jsou dvé
navzajem kolmé primky, nebot pti obvyklém oznaceni = |<ABC| plati

11
|«IBIi| = |¥IBC| + |¥CBILi| = 36 + 5(180° — ) = 90°.

Ke zminéné primce BI4 je ovsem také kolma ptimka C'X vysky z vrcholu C' trojihel-
niku /4 BC. Dohromady vychazi, ze pfimky BI a CX jsou rovnobézné. Podobné jsou
rovnobézné piimky C'I a BX, tudiz podbarveny ¢tyfuhelnik BIC' X je rovnobéznik.

Uhlopficky kazdého rovnobé&zniku se navzajem puli, takze stied tsecky IX splyva se
sttedem Spc strany BC. Analogicky stiedy usecek 1Y, IZ splyvaji po tadé se stredy
Sca, Sap stran CA, AB trojuhelniku ABC. Trojuhelnik XY Z je proto obrazem tzv.
prickového trojuhelniku SpoScaSap ve stejnolehlosti se sttedem I a koeficientem 2.
Jelikoz prickovy trojuhelnik SpoScaSap je podobny trojihelniku ABC' s koeficientem
podobnosti 1/2, je (dvakrat vétsi) trojuhelnik XY Z s trojihelnikem ABC' shodny.

JINE RESENI. UkdZeme jiny zptsob jak dokoncit feseni po zjisténi, Ze étyiuhelnik
BICX je rovnobéznik.

Analogicky jako v prvnim feseni se dokaze, ze i ¢tytuhelniky CTAY a AIBZ jsou
rovnobé&zniky. Usecky BZ a CY jsou tedy shodné a rovnobézné (kazda z nich je totiz
shodnd a rovnobéznd s useckou IA). Ctyfihelnik BCY Z je tudiz rovnobéznik, a proto
plati |BC| = |Y'Z|. Obdobné dokazeme i rovnosti |CA| = |ZX| a |AB| = | XY, takze
celkové jsou trojuhelniky ABC a XY Z shodné podle véty sss.

Vv

IX splyva se stiredem Spc tsecky BC. Zkombinujeme v ném dvé zajimava tvrzeni
z doplnujicich tloh D1 a D2.
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Z

A
Y
I
B\/O
X

Zkoumejme, jaky vztah ma bod I k trojuhelniku 74 BC'. Z doplnujici tlohy D1 plyne,
ze usecka I41 je prumérem kruznice opsané trojuhelniku 74BC (tj. bod I je ,naproti
vrcholu 14 na této kruznici). Diky tomu z doplnujici ilohy D2 plyne, Ze bod I je obrazem
pruseciku vysek X trojuhelniku I4 BC' v soumérnosti podle stfedu jeho strany BC'.

NAVODNE A DOPLNUJicT ULOHY:

N1.

N2.

N3.

D1.

D2.

D3.

D4.

Dokazte, ze v trojihelniku ABC' je osa vnéjsiho ihlu u vrcholu A kolméa k ose vniti-
nfho dhlu u vrcholu A. [Soudet velikost{ vnitintho a vnéj$tho dhlu u jednoho vrcholu
trojihelniku je 180°. Soudet jejich polovin je proto 90°.]

Dokazte, ze trojuhelnik tvoreny stfednimi prickami daného trojihelniku je mu podobny.
[Jelikoz stfedni pricka trojihelniku je rovnobéznd se zdkladnou a mé oproti ni poloviéni
délku, je podle véty sss prickovy trojihelnik podobny celému trojihelniku s koeficientem
podobnosti 1/2. Jiny postup: Z vlastnosti téznic plyne, ze ptickovy trojithelnik je obrazem
puvodniho trojihelniku ve stejnolehlosti s koeficientem —1/2.]

Uvnitt Sestithelniku ABCDEF lezi bod P tak, ze ¢tyttuhelniky ABCP, CDEP a EFAP
jsou rovnobézniky. Dokazte, ze trojuhelniky ACE a DFB jsou shodné. [Jelikoz jsou
¢tytthelniky ABCP a CDEP rovnobézniky, jsou usecky AB, CP a DE rovnobézné
a shodné. Proto je i ¢tyiihelnik ABDFE rovnobéznik, tedy tisecky AE a DB jsou shodné.
Analogicky jsou shodné i tsecky CE s F'B a tsecky AC' s DF, coz dohromady podle véty
sss uz znamend shodnost trojihelnikit ACE a DF B.]

V doplnujicich tlohach pouzivime znaceni ze zadani soutézni tlohy.

Dokarzte, 7Ze tsecka I41 je prumérem kruznice opsané trojihelniku I4 BC. [Podle N1 plati
|X<IBIa| =90° = |x<IC14|.]

V trojuhelniku ABC ozna¢me H prusecik vysek, M stfed strany BC a H’ obraz bodu H
ve stfedové soumérnosti podle bodu M. Dokazte, ze tisecka AH’ je prumdrem kruZnice
opsané trojuhelniku ABC'. [Pfimka BH' je obrazem pfimky C'H ve stfedové soumérnosti
podle bodu M, proto jsou tyto pifimky rovnobézné. Jelikoz ptimka C'H je kolma ke strané
AB, je tthel ABH' pravy. Analogicky je pravy i thel ACH’, tedy skute¢né body B, C
lezi na kruznici nad prumérem AH'.]

Oznaéme Sup, Spc, Sca stredy stran AB, BC, CA trojuhelniku ABC. Dokazte, Ze
se primky AX, BY a CZ protinaji v jednom bodé, a to ve stiedu kruzZnice vepsané
prickovému trojihelniku SpcScaSap trojuhelniku ABC. [Ozna¢me J stied kruznice
vepsané trojuhelniku SpcScaSap. Staci dokdzat, ze J je stied strany AX trojihelniku
AIX. 7 feSeni puvodni dlohy vime, ze BIC X je rovnobéznik, tedy Sp¢ je stiedem tsecky
IX. Stejnolehlost s koeficientem —1/2, kterd zobrazi AABC na ASpcScaSap, zobrazi
usecku Al na usecku SpcJ, takze m = %I_Zl Jelikoz Spe je stfedem strany IX
trojihelniku AT X, je SpcJ jeho stfedni pticka a bod J je tak stiedem jeho strany AX .|

a) Dokazte, Ze stfed I kruznice vepsané trojihelniku ABC je soucasné prisecikem vysek
trojahelniku IoIplc. b) Dokazte, Ze kruznice opsand trojihelniku ABC je soucasné
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Feuerbachovou kruznic{* trojihelniku I4Igple. ¢) Dokazte, Ze stfedy obloukt ABC,
BCA, CAB kruznice opsané trojuhelniku ABC jsou soucasné stiedy stran trojithelniku
I4Iglc. [a) Napf. piimky Iplc a Ial jsou navzijem kolmé podle tilohy N1, protoZe
jsou to osy vnégjsiho a vnitfniho thlu u vrcholu A. b) Podle ¢&sti a) jsou totiz body
A, B, C patami vySek v Al4lglc. ¢) Stied N tsecky Iplc je podle Thaletovy véty
stfedem kruznice opsané tétivovému ¢tyiihelniku BCIgle , takze plati [NoB| = |[NAC|
a |XBNAC|=2-|xBIgC|=2-|xIAC| = |xBAC], kde ptredposledni rovnost plati diky
tomu, ze ctyruhelnik AICTg je tétivovy (opét Thaletova véta). Bod N4 je proto skuteéné
stfedem oblouku BAC']

D5. V trojthelniku ABC spliiujicim |AB| < |AC| oznaéme M stied strany BC, N stfed
oblouku BAC' kruznice opsané a I stfed kruznice vepsané. Dokaite, ze |XIMB| =
= |XINA)|. [Ozna¢me Ip, I stiedy kruznic pfipsanych postupné strandm AC a AB.
Ctytihelnik BCIglc je tétivovy (Thaletova véta), takie ABIC ~ AlcIlp (véta uu).
Podle tilohy D4 je bod N stiedem tsecky Ipla. Usecky IM, IN jsou proto odpovidajici
si téZnice v podobnych trojuhelnicich ABIC a AlcIlp, tudiz podobné jsou i jejich
spoloviny* — trojihelniky IM B a INI¢. Odtud uz |[<IMB| = |XINIg| = |XINA|]

* Feuerbachova kruznice daného trojihelniku je kruznice prochézejici mj. sttedy jeho stran a patami jeho
vysek. Viz S. Hordk: Kruznice, SMM sv. 16, str. 78-80.
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