75. ro¢nik Matematické olympiady — 2025/2026
Ulohy krajského kola kategorie P

Krajské kolo 75. ro¢niku MO kategorie P se kona v utery 20. 1. 2026 v dopo-
lednich hodinéach. Na reseni tlloh méate 4 hodiny c¢istého casu. V krajském kole MO-P
se neresi zadna prakticka tloha, pro zajisténi rovnych podminek reSitelti ve vsech
krajich je pouziti pocitach pti soutézi zakazano (s vyjimkou nahravani feseni do ode-
vzdéavaciho systému). Zakazany jsou rovnéz jakékoliv dalsi pomicky kromé psacich
potfeb (napi. knihy, vypisy programi, kalkulacky, mobilni telefony). Reseni kazdé
ulohy vypracujte na samostatny list papiru.

Reseni kazdé tlohy ma obsahovat popis vesend, to znamené slovni popis prin-
cipu zvoleného algoritmu, argumenty zdivodriujici jeho spravnost (piipadné dikaz
spravnosti algoritmu), diskusi o efektivité vaseho Feseni (Casovd a pamétova slozi-
tost). Neni mozné odkazovat se na vase feSeni tloh domaciho kola.

Do feseni nemusite psat odpovidajici program, algoritmus staci zapsat ve vhod-
ném pseudokddu nebo dokonce jenom slovné, je-li popis dostateéné podrobny a sro-
zumitelny. Nemusite detailné popisovat jednoduché operace jako vstupy, vystupy,
implementaci jednoduchych matematickych vztaht, vyhledavani v poli, t¥idéni apod.
Podrobnéjsi seznam algoritmii a datovych struktur, které povazujeme za obecné zna-
mé a muzete je pouzivat bez podrobnéjsiho popisu, naleznete na konci zadani.

Za kazdou ulohu muzete ziskat maximalné 10 bodt. Hodnoti se nejen sprav-
nost feseni, ale také kvalita jeho popisu a efektivita zvoleného algoritmu. Algoritmy
posuzujeme podle jejich casové slozitosti, tzn. zavislosti doby vypoc¢tu na velikosti
vstupnich dat. Zalezi pfitom pouze na fadové rychlosti ristu této funkce. V zadani
kazdé tlohy najdete ptriblizné limity na velikost vstupnich dat. Efektivnim vyfesenim
ulohy rozumime to, ze vas program spustény s takovymi daty na soucasném bézném
pocitaci dokonci vypocet béhem nékolika sekund.

Vzorova feseni tlloh naleznete kratce po soutézi na webovych strankach olympi-
ady https: //mo.mff.cuni.cz/p/. Na stejném misté bude zvefejnén i seznam uspésnych
resiteld krajského kola a seznam resSiteltl postupujicich do astredniho kola. Sva opra-
vend feseni s komentaii opravovateld najdete v OSMO.



P-11-1 Sisyfos a balvany

Znamého teckého krale Sisyfa bohové odsoudili k tomu, aby navéky marné valil
balvan do kopce. Nedavno mu ale diky zménam v pracovnich predpisech byli nuceni
tento trest upravit a misto toho nyni balvany prenasi a radi dle vahy.

Bohové ho postavili na zacatek rady n balvant ocislovanych zleva doprava od
0 do n — 1; hmotnost balvanu stojiciho na pozici ¢ budeme oznacovat jako H[i].
platilo H[0] < H[1] < --- < H[n — 1]. Aby se vyhnul nutnosti pfenaset balvany na
dlouhé vzdalenosti, rozhodl se Sisyfos postupovat nasledovné:

® Jde podél balvant zleva doprava.

e Kdykoli narazi na balvan, ktery ma bezprostifedné nalevo od sebe tézsi
balvan, vymeéni je, tézsi balvan posune o jednu pozici doprava a leh¢i
balvan o jednu pozici doleva. Forméalnéji fe¢eno, kdyz Sisyfos dorazi na
pozici ¢ > 1 a vidi, ze H[i — 1] > H]Ji|, prohodi hodnoty H[i — 1] a H][i].

e Poté se vrati na zacatek fady (pfitom balvany neprohazuje).

Tomuto postupu budeme fikat kolo. Sisyfos ho opakuje az do chvile, kdy uz
v néjakém kole neprovede zadnou dalsi vyménu.

Soutézni uloha

Tato tloha mé nékolik poduloh; muzete Fesit kazdou zvlast, ale i napsat algo-
ritmus, ktery vytesi podulohy b) a c¢) zarovern.

a) (2 body) Dokazte, ze pro libovolnou posloupnost balvanu Sisyfos po ko-
necném poctu kol skonci.

b) (3 body) Ukazalo se, ze Sisyfos nezvladne pfesunout balvany, jejichz hmot-
nost je vétsi nez w. Proto upravil sviij postup tak, ze pokud by mél pro-
hodit dva balvany, z nichz je alespon jeden moc tézky, misto toho nic
neudeéla a posune se na dalsi pozici.

Vstup tvori cisla n, w a pole H obsahujici hmotnosti balvant v jejich
pocatecnim poradi. Napiste algoritmus, ktery uréi hmotnosti balvani na
jednotlivych pozicich poté, co Sisyfos skonci. Vystupem je tedy konecny
obsah pole H.

c) (b bod) Napiste algoritmus, ktery pro stejny vstup jako v poduloze b)
urci, kolik kol bude Sisyftv postup trvat pro tuto konkrétni posloupnost
balvanti a hodnotu w. Nezapomente dokézat spravnost vaseho algoritmu!

Pripominame, zZe nemusite TeSit detaily implementace vstupi a vystupd; mu-
zete tedy napriklad predpokladat, ze na zacatku béhu algoritmt fesicich podulohy
b) a ¢) uz méate vstupy nactené v poli H a proménnych n a w.



Bodovani
Plny pocet bodii za podilohy b) a c) ziskaji feSeni s ¢asovou slozitosti O(n logn),
tedy efektivni pro n < 10°. Reseni s ¢asovou slozitosti O(n?), tedy efektivni pro
n < 5000, ziskaji 1 bod za kazdou z téchto poduloh. Jeden bod strhneme algo-
ritmim, které funguji pouze za predpokladu, ze vSechny hmotnosti v poli H jsou
navzajem rizné.
Priklady
Necht n = 9 a balvany maji po fadé hmotnosti 10, 30, 20, 60, 50, 40, 80, 80, 70.
Nejprve uvazujme situaci, kdy Sisyfos mtize pfesunout vSechny balvany, tj. w > 80.
V prvnim kole by Sisyfos postupoval nasledovné:
® Na pozici 1 neni tfeba nic délat.
® Na pozici 2 je balvan leh¢i nez ten vlevo:

0 1 2 3 4 5 6 7 8

e Tyto balvany budou prohozeny:
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® Na pozici 3 neni tfeba nic délat.
® Na pozici 4 je balvan leh¢i nez ten vlevo:

0 1 2 3 4 5 6

7 8

® Po jejich vymeéné se vyskytuje dalsi takovy pripad na pozici 5:

P00000000
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® Na pozicich 6 a 7 neni tfeba nic délat.
e Na pozici 8 provede dalsi vyménu:

() (o) () () ()
0 1 2 3 4 5

6 7 8

® Na konci prvniho kola vypada pole H takto:

0 1 2 3 4 6 7 8
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Ve druhém kole by Sisyfos provedl vymeénu na pozici 4 (balvany o hmotnosti 50 a
40) a poté na pozici 7 (balvany o hmotnosti 80 a 70).

Ve tfetim kole by Sisyfos neprovedl zadné vymeény. Proces by tedy skoncil po tfech
kolech serazenym polem H:

0 1 2 3 1 5 6 7 8

J

Kdyby byl Sisyfos o néco slabsi (w = 59), postupoval by v prvnim kole nasledovné:

e Na pozici 1 neni tfeba provadét zadnou akci.

e Na pozici 2 provede vyménu (hmotnosti 30 a 20).

® Na pozici 3 neni tfeba nic délat.

® Na pozici 4 nemutze provést vyménu, takze neudéla nic.
e Na pozici 5 provede vyménu (hmotnosti 50 a 40).

e Na pozicich 6 a 7 neni tieba provadét zadnou akci.

e Na pozici 8 nelze provést vymeénu, takze tyto dva balvany také ztistanou
na svém miste.

® Na konci prvniho kola vypadé pole H nésledovné:
0 1 2 3 4 5 6 708

Ve druhém kole by Sisyfos neprovedl zadné vymeény, proces by tedy skoncil po dvou
kolech ve vyse zobrazeném stavu.

Kdyby byl Sisyfos ve stejné vychozi situaci jesté slabsi (w = 27), neprovedl by
v prvnim kole zadné zmény a cely proces by ihned skondil.



P-II-2 Obdélnik

Augias se rozhodl postavit novy chlév ve tvaru obdélniku pro sviij dobytek.
Jiz ze drivéjska mu na jeho pozemku stoji ne€kolik sloupii, na néz mohou byt stény
chléva upevnény. Jelikoz je nejen neporadny, ale i lakomy, chtél by k tomuto tucelu
vyuzit vSechny tyto sloupy.
Soutézni tloha

V rovin€ mate dano n > 10 navzajem rtznych bodi, udavajicich pozice sloupi.

Navrhnéte algoritmus, ktery urci, zda vsechny tyto body lezi na obvodu néjakého
(libovolné otoceného) obdélniku. Pokud ano, najdéte jeden takovy obdélnik.

Format vstupu

Na prvnim tfadku vstupu je prirozené cislo n. Nasleduje n fadkt popisujicich
zadané body; na ¢-tém z nich jsou dvé cela cisla z; a y;, kterd udavaji souradnice
1-tého bodu.

Format vystupu

Vypiste bud fetézec ,NE“, jestlize hledany obdélnik neexistuje, nebo soufadnice
tfi z vrcholi néjakého obdélnika, na jehoz obvodu lezi vSechny zadané body. Tyto
souradnice nemusi byt celociselné.

Bodovani

P1i psani algoritmu muzete predpokladat, Zze vSechny operace s redlnymi cisly
jsou presné. Jinymi slovy, neni treba fesit zaokrouhlovaci chyby, které by mohly
nastat pri praktické implementaci.

Abyste ziskali plny pocet bodu, musite najit feSeni s ¢asovou slozitosti O(n),
tedy efektivni pro n < 107, a dokazat jeho spravnost. ReSeni s ¢asovou slozitosti
O(nlogn) (efektivni pro n < 10°) mohou ziskat az 8 bod a feseni s ¢asovou sloZitosti
O(n?) (efektivni pro n < 5000) mohou ziskat az 6 bodii. Pomalejsi spravna feseni
mohou ziskat az 4 body.



Priklady

Vstup: Vystup:
10 00
10 10
11 9

V tomto prikladu body lezi na jedné
primce, fesenim je tedy libovolny obdél-
nik, jehoz jedna strana obsahuje
vSechny zadané body.
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Zadny obdélnik nem4 na hranici viech-
ny zadané body.
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Vystup:

-2.4 -0.2
8 5
9.8 1.4

Zde existuje jediné reseni.

3 4 5 6 7 8 9 10 11 12



P-II-3 Platonova Akademie

Gratulujeme, byli jste prijati ke studiu na Platénové Akademii! Nechcete ale
ve Skolnich lavicich stravit zbyte¢né moc ¢asu, radi byste si proto rozvrhli predméty
tak, abyste dostudovali co nejdrive.

Soutézni tloha

Abyste vystudovali, musite absolvovat n predmétu, oc¢islovanych od 0 do n — 1.
Predméty musite studovat v predepsaném poradi, tj. pro zadné ¢ < j nesmite zacit
studovat pfedmét j diive nez predmét i (mizete je ale zacit studovat zaroven).

Absolvovani kazdého z predmétt vyzaduje dva po sobé jdouci kalendaini meésice
(prvni mésic chodite na prednasky a ten druhy sklddate zkousky). Pfedmét ¢ vam
zabere A[i] hodin béhem prvniho mésice a B[i] hodin béhem druhého mésice. V ramci
kazdého meésice muzete studovat i vice predmétii, nesmi vam ale dohromady zabrat
vice nez p hodin. Specialné tedy nesmite zac¢it dohromady studovat predmeéty, které
by vam ve druhém (zkouskovém) meésici zabraly vice nez p hodin, i kdyby se vam
jejich prvni (pfednéskovy) meésic do limitu p hodin vesel.

Navrhnéte algoritmus, ktery vypocitd minimalni pocet mésicti potiebnych k do-
studovani.

Format vstupu

Na prvnim radku vstupu jsou prirozena ¢isla p a n. Na i-tém z n nasledujicich
radkl jsou dvé nezaporné celd ¢isla udavajici hodnoty A[i — 1] a B[i — 1]; obé tyto
hodnoty jsou mensi nebo rovny p.

Format vystupu
Na vystup vypiste jediné ¢islo, miniméalni pocet mésictli, za néz lze dostudovat.

Bodovani

Plny pocet bodti mohou ziskat feseni s ¢asovou sloZitosti O(n?), tedy efektivni
pro p < 10?2 a n < 5000. Nanejvys 8 bodéi mohou ziskat feSeni s ¢asovou sloZitosti
O(n?), tedy efektivni pro p < 10° a n < 300. Nanejvys 6 bodii mohou ziskat feseni
s ¢asovou slozitosti O(n?p) ¢i obdobnou, tedy efektivni pro p,n < 300. Nanejvys 4
body mohou ziskat feseni s ¢asovou slozitosti O(2") ¢i obdobnou, tedy efektivni pro
p<10%an <12.



Priklady

Vstup: Vystup:
1000 4 3

300 100

300 100

100 800

700 200

Prvni mésic bychom sice mohli zacit studovat predmeéty 0, 1 a 2 dohromady, pak
bychom ale na studium predmétu 3 méli ¢as az treti a ¢tvrty mésic. Lepsi bude zacit
v prvnim mésici pouze predméty 0 a 1 (to nam zabere 300 + 300 = 600 hodin) a
predméty 2 a 3 zacit studovat ve druhém meésici. Ve druhém mésici budeme potiebo-
vat 100 + 100 = 200 hodin na dokonceni predmétii 0 a 1 a 100+ 700 = 800 hodin na
zahajeni studia predmétii 2 a 3, coz se nam dohromady vejde do limitu 1000 hodin.
Ve tretim mésici nam dostudovani predméti 2 a 3 zabere 800 + 200 = 1000 hodin.

Vstup: Vystup:
1000 3 4

100 800

100 800

100 800

Z4dné dva predméty nemiizeme zacit studovat nardz, protoze ve druhém mésici
bychom na jejich dokonc¢eni potiebovali 800 + 800 = 1600 > 1000 hodin. Nejlepsi je
tedy kazdy mésic zacit studovat jeden predmét.

Vstup: Vystup:
1000 5 4

500 499

500 500
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P-I1-4 Resi¢ to opét vytesi

K této tloze se vztahuje studijni text uvedeny na nasledujicich stranach, ktery
je stejny jako v domacim kole. Uloha se sklada ze dvou nezavislych podiuloh, resit
miizete kteroukoliv z nich nebo obé dvé v libovolném poradi.

Podiloha A: Slabé zavislosti (2 body)

Pripomenme zadani tlohy z domaciho kola: Mame k dispozici e eur. Existuje
n projekti (ocislovanych od 1 do n), do kterjch muzeme investovat; kazdy z nich
bud podpofime, nebo ne. U kazdého projektu zname ¢astku s; potfebnou k jeho
podpore a hodnotu v;, kterou ziskame zpét jako vynos, pokud jej podporime. Vynos
obdrzime az na konci realizace vSech podpofenych projektii, soucet hodnot s; téchto
projekti tedy nemize presdhnout e.

Pro krajské kolo navic mezi projekty mohou byt slabé zdvislosti v nasledujicim
tvaru: Projekt x; mlzeme podporit pouze tehdy, pokud také podpoiime alespon
jeden z projektd y; 1, ¥i 2, - - ., ¥i,z,- Napfiklad projekt péstovani bio zeli nelze usku-
tecnit, pokud nepodporime ani projekt instalace automatického zavlazovani, ani
projekt 3D tisku dvojru¢nych kbeliki.

Popiste, jak pro danou sadu projektt a seznam slabych zavislosti mezi nimi
sestavit ILP, jehoz optimalni feSeni odpovida sadé projekti, jejichz podpora nadm
prinese maximalni celkovy zisk. Popiste cely ILP, véetné casti, které ziistavaji stejné
jako v domacim kole.

Priklad

Méjme e = 110000 eur a n = 5 projektt. Castky s; na jejich podporu jsou po
radé 50 000, 50 000, 20 000, 40 000, 49999 a vynosy v; jsou po fade 50 100, 95, 26 000,
900000, 1.

Mezi projekty jsou dvé slabé zavislosti:
® projekt 4 zavisi na projektu 3
(tedy 21 =4, 1 =1l ayi1 =3)
® projekt 3 zavisi na projektech 2 a/nebo 5
(tedy x2 =3, 22 =2, Y21 =2 a y22 = 5).
Optimalni feSeni je podporit projekty 2, 3 a 4, na konci tak budeme mit 816 095
eur.
Pokud bychom ve stejné situaci méli jen 100 000 eur, optiméalni by bylo podpoftit
jen projekt 1.
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Podiloha B: Lyzai'ské sjezdovky (8 bodu)

Kolem horské vesnice se nachazi k kopct ocislovanych od 1 do k, na kterych
muzeme budovat lyzafské sjezdovky. Na kazdy kopec se nam ale sjezdovky vejdou
nejvyse tri. Kazda sjezdovka postavena na kopci ¢ musi mit celoc¢iselnou délku, a to
alespon /; a nanejvys u; metri. Postaveni kazdého metru sjezdovky na kopci ¢ nas
stoji ¢; eur. Navic bychom chtéli, aby celkova délka vSech sjezdovek v celém lyzatrském
arealu byla presné d metra.

Popiste, jak sestavit ILP, ktery bude mit feSeni, pravé kdyz je to mozné. Op-
timalni feSeni tohoto ILP navic musi odpovidat nejlevnéjSimu moznému zplsobu
vystavby pozadované sady sjezdovek.

Jednodussi varianty
Miizete se také rozhodnout fesit jednu z nasledujicich jednodussich variant této
podilohy:
e Za vyreSeni varianty, v niz je na kazdém kopci mozné postavit nejvyse
jednu sjezdovku, mtzete ziskat az 6 bodii.
e Za vyTesSeni varianty, v niz vSechny kopce spliuji ¢; = u;, miizete ziskat
az 3 body.

Pokud odevzdate feSeni jedné z téchto jednodussich variant, uvedte to prosim
vyrazné hned na jeho zacatku.
Priklad
Mame k£ = 2 kopce:
e Na prvnim se daji stavét sjezdovky délky /1 = 1000 az uq; = 1100
metrl, a to metr za ¢c; = 100 eur,
® na druhém sjezdovky délky /o = 300 az us = 400 metri, a to metr
za cy = 70 eur.
Chceme areal s 2410 metry sjezdovek.
Jednim optimalnim fesenim je postavit na prvnim kopci dvé sjezdovky délek

1003 a 1007 metri a na druhém kopci jednu sjezdovku délky 400 metri. Dohromady
nas to bude stat 229 000 eur.
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