75. ROCNIK MATEMATICKE OLYMPIADY (2025/2026)

Ulohy domaciho kola kategorie B

1. KaZdé hrané ctyrsténu priradime jedno redlné cislo tak, aby kazZda sténa méla stejny
soucet cisel svych tri hran. Kolik nejvyse z Sesti cisel prirazenych hrandm mizZe byt
navzdjem riznijch? (Méria Domanyova)

RESENI. Ozna¢me ¢&sla na jednotlivich hranach z, y, 2, a, b,
¢ jako na obrazku a S spolecny soucet na sténach. Podle zadani

resime nasledujici soustavu rovnic a b
a+b+c=279,
at+y+z=25, c
b+z+x=S5,
ctrx+y=>5.

Sec¢tenim prvnich dvou a odec¢tenim poslednich dvou rovnic dostaneme a = x, podobné
dokazeme b = y a ¢ = z. VSech Sest ¢isel tedy nabyva dohromady nejvyse tii riznych
hodnot. Volba (a,b,c,x,y,2) = (1,2,3,1,2,3) ukazuje, Ze tii z pritazenych ¢isel mohou
byt rizna.

KOMENTAR. Uvedené operace provedené s rovnicemi nejsou jedinou moznosti vedouci
k TeSeni. Napf. z prvnich dvou rovnic plyne b+ ¢ =S —a = y + z, podobné ze zbylych
dvou dostaneme b+ z = c+y a odec¢tenim ziskanych rovnic obdrzime ¢ — 2z = z — ¢ neboli
¢ = z, podobné bychom ziskali zbylé dvé rovnosti.

Tyto a podobné algebraické postupy miizeme provést i bez explicitniho sestaveni
soustavy rovnic a manipulace s nimi. Vzorové feseni bychom mohli zformulovat naptiklad
nasledovné. Nejprve opét oznacime spoleény soucet trojic ¢isel kolem stén S. VSimneme
si, ze zvolime-li kterékoli dvé stény ¢tyrsténu s; a s9, maji pravé jednu spolecnou hranu A
a dohromady sousedi se vSemi hranami c¢tyrsténu kromé jedné, lezici naproti h, kterou
ozna¢ime h'. KdyZ vyuzijeme zadanou podminku na tyto dvé stény, zjistime, Ze soucet
¢isel u vSech hran kromé h' a s dvakrat zapocitanym c¢islem u A, je roven 2S. Tataz tivaha
se zbylymi dvéma sténami d4 podobnou rovnost, jen ¢islo u A’ bude zapocitano dvakrat
a naopak vynechdno bude ¢islo u h. Z toho ale nutné vyplyva, Ze ¢isla u h i b’ jsou stejna,
jinak by nemohl v obou pripadech vyjit stejny soucet 2S. Podobné dostaneme stejny
vztah pro zbylé dvé dvojice protéjsich hran.

NAVODNE A DOPLNUJICT ULOHY:

N1. Uvazme ¢tyti ¢isla takova, ze kazda tii maji stejny soucet. Ukazte, ze pak musi byt vSechna
stejné. [Oznacme Cisla x1, xo, 3, 4 a jejich soucet S. Pak plati S —x; = 20 + 23+ 14 =
= x1 + o9 + x3 = S — x4, porovnanim krajnich vyrazi dostaneme x; = x4, podobné
pro ostatni dvojice. Soucet S neni treba zavadeét, jelikoz z 1 + x93 + x3 = T2 + T3 + x4
dostavame ihned x7 = x4 a analogicky pro zbylé dvojice. Zde se jednd jen o kosmeticky

vvvvvv

vnést do FeSeni systém a ukédzat spravnou cestu k cili.]
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N2.

N3.

D1.

D2.

Pét cisel je napsanych po obvodu kruhu tak, ze kazda tii sousedni maji stejny soucet.
Ukazte, Ze pak musi byt vSechna stejnd. [Ozna¢me &isla x1 az x5, spoleénou hodnotu
souctli sousednich trojic T" a soucet vSech péti ¢isel S. Pak plati

2T=(Jf1+.’[32+l‘3)+(1}4+1}5+£€1):S+.II1,
2T:(m2+x3+x4)+(x5+x1+x2):S—i—xg

a podobné (posunem zacatku séitdni kolem kruhu) pro ostatn{ t¥i ¢éisla. Porovnanim
snadno dostaneme pozadovanou rovnost.]

Sest ¢isel je napsanych po obvodu kruhu tak, Ze kazda tii sousedni maji stejny soudet.
Kolik nejvyse z nich muze byt riznych? [THi. Opét oznadime ¢isla x; az xg v poradi okolo
kruhu. Pak 1 + x5 + 3 = x93 + x3 + 4, z ¢ehoz plyne x1; = x4 a analogicky dostaneme
rovnosti o = x5 a 3 = xg. Dalsimi kombinacemi zadanych podminek/rovnic uz vice
informaci nedostaneme, napft. sestice (1,2,3,1,2,3) spliiuje zadané podminky, tedy tfi
rizné ¢isla mohou byt. (Dokonce vyhovuje kazd4 Sestice tvaru (a,b, ¢, a,b, c)).]

Kazdé sténé krychle priradime redlné cislo tak, aby vSechny vrcholy krychle mély stejny
soucet c¢isel na trech prilehlych sténdch. Kolik ze Sesti Cisel pritazenych sténam miize
byt navzdjem riznych? [Jedno, dvé nebo tii. Pohledem na dva sousedni vrcholy krychle
dostaneme, Ze na protéjsich sténach krychle musi byt stejnd ¢isla. Naopak, pokud na
horni a dolni sténé bude cislo a, na levé a pravé b a na predni a zadni ¢, pak u kazdého
vrcholu bude soucet a + b+ c. Z ¢isel a, b, ¢ tedy mohou byt pravé jedno az tfi navzajem
riznd.]

Pro redlni cisla a, b, ¢, d plati

1 1 1 1
a+b+c+d=0 a —+-+—-+-=0.
a b ¢ d

Kolik z rovnosti ab = cd, ac = bd, ad = bc mize soucasné platit? Urcete vSechny takové
pocty. [A-T4-1V-1]


https://www.matematickaolympiada.cz/media/3820843/a74iv.pdf#page=3
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2. Zapis prirozeného cisla v desitkové soustavé konci dvojcislim 90. Dokazte, Ze soucin
vsech jeho kladnych délitelu je druhou mocninou prirozeného cisla. (Jan Mazak)

RESENI. V tomto feseni budeme slovem délitel minit kladnij délitel. Nejprve ukdzeme,
ze pocet délitelti cisla n je nésobek ¢étyr. Jelikoz ¢islo n konéi dvojéislim 90, plati
n = 4-25k+90. Je tak délitelné 2, ale uz ne 22 = 4 (pfipomeiite si kritérium délitelnosti
¢tyfmi). Podobné je n délitelné 5, ale uz ne 52 = 25. Libovolny délitel n lze zapsat
jako d = 2% -5% .z kde a,b € {0,1} a z je libovolny délitel n nesoudélny s 2 a 5.
Zafixovanim dvojice hodnot a a b (celkem ¢tyfi moznosti) a dosazenim vSech moznych
hodnot z rozdélime vsechny délitele n na ¢tyti stejné velké skupiny, jejich pocet je tedy
délitelny ¢tyfmi. Napi. pro n = 90 = 2-5- 32 mame z € {1, 3,9} a vySe popsané skupiny
vypadaji takto:

e (a=0,0=0) {1,3,9},

e (a=0,b=1) {5-1,5-3,5-9} = {5,15,45},

e (a=1,0=0) {2-1,2-3,2-9} ={2,6,18},

e (a=1,0=1) {(5-2)-1,(5-2)-3,(5-2)-9} ={10,30,90}.

Nyni vyjadiime soucin vSech délitela ¢isla n. Protoze n neni druhou mocninou (jinak
by muselo byt délitelné 22 a 52), je mozné jeho délitele rozdélit na dvojice se soucinem n:
(1,n), (2,n/2) atd., obecné (d,n/d) pro vSechny jeho délitele d < y/n. KdyZ toto parovani
provedeme v zapisu soucinu vsech délitelit n a nahradime kazdou dvojici jejim souc¢inem n,
zjistime, ze soucin vsech déliteli n je m umocnéno na polovinu poctu svych délitelu.
[lustrujme toto obecné zjisténi na cisle 18. Jeho Sest kladnych délitelt vyse uvedenym
postupem rozdélime do tii dvojic 18 = 1-18 = 2-9 = 3. 6. Jejich soucin je roven
1-2:3-6-9-18=(1-18)-(2-9)-(3-6) = 183,

Pro n ze zadani jsme vyse dokézali, ze pocet jeho délitelt je nasobek ¢tyr — zapisme
jej tedy jako 4k pro vhodné piirozené &islo k. Soucin délitelii n je pak roven n?* = (n*)?2,
coz je druhou mocninou prirozeného ¢isla.

NAVODNE A DOPLNUJICI ULOHY:

N1. Ktera z &sel 210.7%.9, 32115, 253, 64-75 jsou druhymi (nebo vétsimi) mocninami celych
C¢isel? [PTirozené ¢islo je k-tou mocninou, pravé kdyz vSechny exponenty prvocisel v jeho
prvoéiselném rozkladu jsou nasobky k. Konkrétné: 210 .74.9 = 210.74.32 — (25.72.3)2
je druha, ale zZddnd vé&tsi mocnina, 3% - 11° je (pouze) tiet{ mocninou, 25% = 5° je Sestou
(a tedy i druhou a t¥eti) mocninou a 32-125 = 25 -5 neni druhou nebo vétsi celoéiselnou
mocninou.

N2. Uréete pocet kladnych déliteli ¢isla 90. [Cislo 90 rozlozime na prvoéinitele 90 = 2-32 - 5.
Vybérem téchto prvodisel se stejnymi nebo niz$imi (i nulovymi) exponenty posklddédme
vechny kladné délitele 1,2,3,5,6,9,10, 15,18, 30, 45, 90. Je jich tedy 12.]

N3. Ukazte, ze pokud je n ¢tvrtou mocninou prirozeného ¢isla, pak soucin kladnych délitelt
¢isla n je druhou mocninou pfirozeného ¢isla. [Ozna¢me 7 pocet kladnych délitela n.
Rozdélenim téchto déliteltt do dvojic (d,n/d) se souc¢inem n = a* stejné jako v feSent
soutézni tilohy se jediny z nich paruje sdm se sebou, a to v/n = a?. Celkovy souéin je tedy
roven

coz je druhou mocninou.]

D1. Zobecnéte tlohu N2 — dokazte, ze pocet kladnych délitelt ¢isla s prvociselnym rozkladem
n = pi* - ... p¥m je roven (a; + 1)...(ay, + 1). [Prvodiselny rozklad libovolného
délitele n obsahuje stejnd prvocisla jako n se stejnymi nebo nizsimi (pfipadné nulovymi,
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D2.

D3.

D4.

D5.

pfipometime konvenci [ = 1 pro kazdé [ # 0) exponenty neZ maji piislugnd prvoéisla
v rozkladu n. Urceni téchto mocnin jednoznac¢né urcuje délitele a rizné volby mocnin
dévaji ruzné délitele. JelikoZ u prvodisla p; méme na vybér exponenty 0,1, ..., a; (tedy
a; + 1 moZnost{) a exponenty u ruznych prvocisel mizeme volit nezavisle (tzn. méme
k dispozici vSechny kombinace), je pocet délitelti skutecné roven uvedenému soucinu.]
Soucin vech kladnych déliteli ¢isla 15 je 152, Ktera dalsi ¢isla majf tu vlastnost, Ze soucin
vSech jejich kladnych délitelu je druhou mocninou uvazovaného éisla? [Vyhovuji ¢isla 1,
pq a p® pro p, g libovolna riizna prvoéisla. Uvazme libovolné piirozené ¢islo n, které ma
v prvociselném rozkladu alespon tii prvodisla p;, p2 a ps v (kladnych) mocnindch ay, as
a ag, tedy n = p'ps2ps®m, pro néjaké ptirozené ¢islo m. Pak p; déli n? v mocniné 2a;.
V soucinu vSech kladnych déliteli n se vyskytuje s exponentem alespon

(ag + 1) (a3 + 1oy 2 4oy > 2ay,

protoze vSechna ¢isla tvaru pi*d, kde d je kladny délitel p52p5*®, jsou kladnymi déliteli n
a z ulohy D1 vime, Ze takovych délitelt d je (as + 1)(ag + 1). Takova n tedy podmince
nevyhovuji. Analogicky rozebereme ptipady, kdy n je délitelné pravé dvéma prvocisly
(vyjde, Ze obé musi byt v rozkladu n v prvnich mocninach, stejné jako u ¢éisla 15). Pokud
n = p® je mocninou prvoéisla, jeho kladni délitelé jsou éisla 1,p,p?, ..., p~. Jejich soucin
je roven p% a jeho druha mocnina je rovna p?>®. Porovnanim exponentii dostdvime
a =0 (pak n = 1) nebo a = 3 (pak n = p?) ]

Vyjadfete soucet a soucéin vsech kladnych délitelt éisla n = p*¢? co nejjednoduseji pomoci
prvocisel p, g a nezdpornych celych ¢&isel «, 8. [Uvazme soudin

P +p + .+ p)( P+ ).

Vsimnéme si, ze pokud bychom jej roznasobili, dostali bychom pravé soucet vSech délitelt
n. S pomoci zndmého vzorce pro rozklad vyrazu pro A™ — B™ miuzeme jesté vysledek
zapsat v uzavieném tvaru jako

(Pt = 1)(¢°T = 1)
(p—1)(q—-1)

Hledejme nyni vyraz pro soucin vSech déliteli n. S jakou mocninou se v ném vyskytuje p?
Libovolny délitel ¢” miizeme vyndsobit mocninou p (s exponentem mezi nulou a «)
a ziskame tak kazdy délitel n. Mocnina p v souc¢inu vsech kladnych déliteli n je tedy
rovna (1 + ...+ a)krat pocet déliteli cisla ¢, tedy % Analogicky vyjadiime
exponent u ¢ a cely hledany soucin jako

alat+)(B+1)  Blat)(B+1) (a+1)(B+1)
2 q 2 2 .

p

K témuz vysledku dochéazi jinou cestou i feseni soutézni ulohy, i kdyz jen pro n, kterd
nejsou druhou mocninou. Stoji za povsSimnuti, Ze vzorec zlstava v platnosti i v tomto
pripadé.]

Pocet vsech sudych délitelt nékterého prirozeného ¢isla je o 3 vétsi nez pocet vsech jeho
lichych déliteli. Jaky je podil souc¢tu vsech jeho sudych délitelu a sou¢tu vsech jeho lichych
délitelu? Najdéte vSechny mozné odpovédi. [B-65-1-4]

Souéin vsech kladnych déliteltt piirozeného éisla n je 2015, Uréete n. [B-64-11-1]


https://www.matematickaolympiada.cz/media/3471924/b65i.pdf#page=6
https://www.matematickaolympiada.cz/media/3471912/b64ii.pdf
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3. Na tabuli je nakreslena kruznice (bez stredu) a na ni tri rizné body A, B, C.
Mame k dispozici kridu a trojiuhelnik s ryskou bez meritka. Ten ndm umozZnuje jen
vést primku ltbovolnymi dvéma body a k dané primce p vést kolmici danym bodem

(ne nutné leZicim na p). Popiste a zduvodnéte konstrukci stredu kruZnice vepsané
trojuhelniku ABC'. (Ema Cudaiovd)

RESENI. Stfed kruznice trojihelniku vepsané lezi v prisediku os jeho vnit¥nich
uhlid, jejich konstrukei si nyni popiseme. Nejprve si uvédomime, ze osa vnitiniho thlu
u vrcholu A protne kruznici opsanou v bodé, ktery je stredem jejtho oblouku BC' (presnéji
toho, ktery neobsahuje bod A), viz ndvodné tloha N3. Je tomu tak diky vété o obvodovych
uhlech, jejiz jedna varianta tika, ze ,divame-li se z bodu lezicitho na kruznici, pak thly,
pod kterymi vidime jeji shodné oblouky, jsou shodné®. Podari-li se nam tedy sestrojit
stted oblouku AB, BC, resp. CA (vzdy uvazujeme ten neobsahujici zbyvajici vrchol
trojuhelniku), pfimka vedend jim a protéjsim vrcholem C, A, resp. B, bude prislusnou
osou vnitiniho thlu. Stredy obou obloukti BC sestrojime jako pruseéiky dané kruznice
(tedy kruznice opsané trojuhelniku ABC') s osou strany BC, z nichz pak vybereme ten,
ktery neobsahuje bod A a analogicky pro zbylé strany (pro ziskéni priseciku nam staci
jedna dalsi osa thlu).

Osu libovolné tsecky XY pomoci danych nastrojii sestrojime nésledovné. Nejprve
bodem X vedeme kolmici k pfimce XY a na ni zvolime bod Z rizny od X. Kolmice na
X7 vedena bodem Z protne kolmici k XY vedenou bodem Y v bodé W. Ctyithelnik
XYW Z je ztejmé obdélnik a prisecik jeho thlopricek @) lezi na ose usecky XY, kterou
ziskame jako kolmici na primku XY vedenou bodem Q).

JINE RESENI. Ukdzeme alternativni konstrukei os vnitinich ahli trojihelniku ABC.
Hlavni myslenkou nésledujiciho postupu je najit na ramenech thlu BAC body B’ a C'
stejné vzdélené od vrcholu A a osu tohoto thlu pak sestrojit jako osu tisecky B'C’ (osu
libovolné tsecky sestrojime jako v zavéru predchoziho feseni). K nalezeni téchto bodi
vyuzijeme schopnost vést danym bodem rovnobézku s danou pfimkou. Toho docilime
dvojim opakovanim konstrukce kolmice: chceme-li vést rovnobézku s primkou p bodem X,
vedeme nejprve bodem X kolmici k pfimce p (oznacme ji ¢) a nasledné vedeme bodem X
kolmici na pfimku g. Druhou ingredienci bude stfed kruznice O, ktery sestrojime jako
prisecik os stran trojuhelniku ABC. Bod O jakozto stfed kruznice opsané spliuje
|OB| = |0C|, stacilo by ndm tedy tuto konfiguraci prenést k bodu A.

Bodem O vedme rovnobézku s piimkou AB a jeji prisecik s kruznici, ktery lezi ve
stejné poloroviné urcené primkou AO jako B, ozna¢me Bj. Déale sestrojme rovnobézku
bodem B; k pfimce AO a jeji prusecik s piimkou AB oznacme B’. Vybérem vhodného
pruseciku s kruznici v prvnim kroku jsme zarudili, ze B’ lezi na polopfimce AB. Ana-
logicky sestrojime body C7 a C’, viz obrazek. VSimnéme si, ze ¢tyfthelniky AOB B’
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a AOC1C" jsou rovnobézniky a pripomerime, Ze protéjsi strany rovnobézniku jsou stejné

dlouhé. Proto plati

AB'| = |OBy| = |0Cy| = |AC'|, coz nam umoznuje ke konstrukei

osy uhlu BAC pouzit postup ze zac¢atku tohoto Teseni.

NAVODNE A DOPLNUJicT ULOHY:

NI.

N2.

N3.

D1.

D2.

Co je to kruznice trojuhelniku vepsana? Pripomente si, jak 1ze klasickymi prostredky
(pravitkem a kruzitkem) sestrojit jeji stfed a pro¢ tato konstrukce funguje. [Je to kruznice
dotykajici se vsech tii stran trojihelnika, jeji stred mé proto od vSech stejnou vzdalenost.
Mnozinou bodut se stejnou vzdédlenosti od piimek AB a AC (pfipomenme, ze vzdalenosti
bodu X od pfimky p myslime vzdalenost bodu X od paty kolmice z X k p) je sjednoceni
os vnitiniho a vnéjsiho thlu BAC. Prisecik os vnitrnich thlt BAC a ABC ma ziejmé
stejnou vzddlenost od vSech ti{ stran (jakozto piimek). Navic lezl uvnitf trojihelniku,
takze musi lezet i na ose vnitrniho ihlu AC'B. VSechny t1i osy vnitinich 1ihlt trojuhelniku
(jejichz konstrukce je standardni) se tedy protinaji v jediném bodé, ktery je stfedem
kruznice vepsané.*|

Pomoci prostredkt povolenych v soutézni tloze sestrojte rovnobézku k primce p bodem
X, ktery na p nelezi. [Nejprve sestrojime kolmici ¢ k primce p prochézejici bodem X. Poté
sestrojime kolmici k pifmce g prochézejici bodem X, kterd je hledanou rovnobézkou.]
Dokazte néasledujici tvrzeni: Osa vnitiniho dhlu u vrcholu A trojuhelniku ABC protne
kruZnici jemu opsanou ve stfedu jejiho oblouku BC neobsahujictho bod A. [Tvrzeni plyne
primo z véty o obvodovych thlech. K tomuto tématu doporuc¢ujeme napr. studijni text
https://olympiada.karlin.mff.cuni.cz/prednasky/tkadlec.pdf.]

Dokazte nasledujici tvrzeni: Osa vnéjsitho thlu u vrcholu A trojuhelniku ABC protne
kruznici jemu opsanou ve stiedu jejiho oblouku BC' obsahujictho bod A. [Oznacéme
zkoumany prusecik X. Z tllohy N3 vime, ze osa prislusného vnit¥niho tthlu protne kruznici
opsanou ve stfedu M jejtho oblouku BC' neobsahujictho bod A. Osa vnéjsiho thlu je na
ni kolma, z Thaletovy véty tedy plyne, ze bod X tvoii s bodem M primér kruZnice,
zkoumany prusecik X je proto stfedem druhého oblouku BC']

K dané kruznici sestrojte stfed pouze pomoci prostredki povolenych v soutézni tloze.
[Zvolme na kruznici k libovolné dva rizné body A a B. Bodem B vedme kolmici p na
pfimku AB. Prusecik pfimky p a kruznice k rtzny od bodu B ozna¢ime C. (Pokud
takovy ndhodou neexistuje, polozime C' = B.) Konstrukei zopakujeme pro jiné dva body
A’ B’ (z nich sestrojime C"). Prusecik piimek AC' a A’C’ oznacime S. Jelikoz ihly ABC
a A’B’'C’ jsou pravé, podle Thaletovy véty jsou AC a A’C’ pruméry kruznice k a proto je
bod S hledanym stfedem. Dalsi moznosti je sestrojit stfed jako prisecik os dvou riiznych

* Podobné se ukdze, Ze prusecik os dvou vnéjsich Ghlu leZi na ose vnitiniho thlu u zbylého vrcholu. Takto
sestrojené t¥i body jsou stiedy kruznic pripsangch, které se také dotykaji vSech tii stran trojuhelniku (jakozto
piimek), lezi v8ak mimo trojihelnik.


https://olympiada.karlin.mff.cuni.cz/prednasky/tkadlec.pdf
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D3.

D4.

tétiv dané kruznice (konstrukce osy tsecky je popsdna v FeSeni soutézni tilohy). Je ovSem
treba zajistit, aby osy tétiv nesplynuly, napr. volbou dvou ruznych tétiv se spole¢nym
krajnim bodem.]

V roviné je ddna kruznice k se stfedem S a polomérem 1. Pouze pomoci prostiedkt
povolenych v soutézni tloze sestrojte tisecku o délece v/13. [Protoze 13 = 22 + 32, podle
Pythagorovy véty je v/13 délka pfepony pravothlého trojihelniku s odvésnami o délkach
2 a 3. Pro jeho konstrukci vedeme bodem S polopfimku a a polopfimku b kolmou na
a. Pruseciky poloptimek a, b s kruznici k oznac¢ime postupné A;, B;. Bod S zobrazime
stiedové soumérné (névod je uveden v zavéru feseni) podle bodu A; na bod Ay a nésledné
bod A zobrazime podle bodu As na bod A3. Podobné zobrazime bod S pres stfed By na
bod By. Trojiihelnik ByS A3 je pravouhly s délkami odvésen 2 a 3, tedy |AsAs| = +/13.
Obraz bodu X podle bodu Y (jakozto stfedu soumérnosti) sestrojime nésledovné: Pomoci
kolmic zkonstruujeme obdélnik XY ZW. Prisecik piimky XY a rovnobézky s jeho
uhloptickou WY vedené bodem Z je hledanym stfedovym obrazem.]

Méame pravitko bez méritka, které ndm umozinuje vést piimku dvéma danymi body
a sestrojit kolmici na danou primku jejim danym bodem. Zjistéte, zda pomoci téchto
operaci dokazeme sestrojit kolmici na danou primku z daného bodu leziciho mimo tuto
primku. [KMS 2010/11, 2. zimn4 séria, tiloha 7]


https://old.kms.sk/docs/vzoraky/20102011/zim/seria2.pdf?s=2&t=zim&r=2010#page=4
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4. Redlna cisla x, y spliuji nerovnosti xy = x +y > 0. Jaké nejmensi hodnoty maize
nabyvat soucet x 4+ y? (Patrik Bak)

RESENT (uzitim AG-nerovnosti). Pokud by z nebo y bylo rovno nule, pak by obé
nerovnosti zjevné nemohly platit najednou. Stejné tak nemohou byt obé ¢isla zaporna,
protoze potom bychom méli x + y < 0, a nemtze byt jedno kladné a druhé zaporné,
protoze potom zy < 0. Obé ¢isla tedy musi byt kladna.

Rozmysleme si, ze pro kazda dvé realnd ¢isla x, y plati nerovnost

(z +y)* 2 day,
ekvivalentnimi tpravami ji totiz mizeme prepsat na
(x+y)? —day =2 + 2oy +y° —day = 2> — 2oy + > = (x —y)> 20,

coz ziejmé plati pro libovolna realna ¢isla x a y. Predpokladejme nyni, ze kladna cisla x,
y splnuji nerovnosti ze zadani. Pak plati

(z+y)? Zdzy = Az +y),

coz po vydéleni kladnym ¢islem x + y davd = +y = 4. Tato hodnota je dosazitelnd pro
r =y = 2, takze hledand nejmensi hodnota souctu = + y je 4.

PozNAMKA. Nerovnost (z +1)? = 4xy, kterou jsme v feseni vyse dokédzali a vyuZili,
je variantou tzv. AG-nerovnosti pro dvé ¢isla, viz navodna tloha N1. K tématu nerovnosti
je mnoho studijnich textl, jednim z obsahlejsich je napt. https://prase.cz/archive/
29/9. pdf.

JINE RESENI (elementdrni). Stejné jako v predchozim feSeni zdtvodnime, Ze x i y
musi byt kladné ¢isla. Pokud prvni zadana nerovnost plati ostte, t.j. pokud

xy > x+vy, neboli =r>1,

r+y
muzeme obé Cisla vyndsobit néjakym ¢islem ¢ € (0,1) a dostat tak dvojici (tzx,ty),
kterd spliiuje zadanou podminku (s rovnosti v prvni nerovnosti), ale ma nizsi soucet
tr +ty = t(z +y). Vskutku, podminka ze zadani pro tuto dvojici ¢isel se da napsat jako

=tr 21,

x
t*ry = t(x +y) nebo ekvivalentné t
r+y
takze volba t = % € (0,1) funguje a v zadané nerovnosti xy = x+y pri ni opravdu nastava
rovnost. Staci se tedy omezit na dvojice kladnych éisel (z,y) spliujicich zy = z+y. Z této
rovnosti vyjadiime y = —£5 (pokud z = 1, rovnost nabyva tvaru 1 -y = 1+ y, a tedy

ZL'2
nemuze nastat) a dosazenlm ziskdme x + y = Hledame tedy minimum vyrazu -

pro vsechna kladna ¢isla x takova, ze iy = = 1 +-= 1 je kladne tedy pro x z intervalu
(1, 00). Jinymi slovy hleddme nejvétsi realne mslo m SphlLlJlCl 2= > m pro vSechna z > 1.
Nerovnost ekvivalentné piepiseme jako 22 — ma +m = 0 a jeji ( levou stranu upravime na

Ctverec*: )
m\2 m
x2—mx+m:<x—5> —T+mgo.

* Alternativou je pouziti diskriminantu podobné jako v ndsledujicim FeSeni.
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Tato nerovnost plati pro vsechna redlné x prave tehdy, kdyz m— mTQ = 0 (protoze muzeme

zvolit x = %) neboli m = 4. Cislo 4 je tedy minimaln{ hodnotou vyrazu xx—jl na R. Na
intervalu (1,00) by minimalni hodnota mohla byt vétsi, ale dosazenim x = 2 vidime,
22

. . . e , 2 .
ze tomu tak neni, protoze 5= = 4. Minimdlni hodnota vyrazu -*5 na intervalu (1,00),

a tedy i souctu x + vy, je proto 4.

POzZNAMKA. Pravé dokoncené feseni nevyuzivd zadné pokrocilejsi znalosti nebo
ytriku“ (snad az na zdvérecnou tupravu na ¢tverec), ale je tomu tak za cenu pomérné
dlouhych a komplikovanych myslenkovych tvah. Zejména v c¢asti redukujici tlohu na
pripad * = y je snadné udélat chybu, resp. neni snadné ptislusné kroky korektné
zduvodnit. Presto byva podobny pristup uzitecny (kdyz nés ten spravny trik zkratka
nenapadne). Podrobné je rozebran v feSeni ulohy [B-74-1-6] a prislusnych navodnych
tlohdch (zejména N5 az N8).

JINE RESENI (pomoci kvadratické rovnice). Oznaéme s = x + y a preformulujme
ulohu nasledujicim zptusobem: Pro které nejmensi realné cislo s existuji realna cisla x, y
splnujici

wy2r+y=s>07
Ihned vidime, Ze s musi byt kladné. Vyjadirenim a dosazenim y = s — x dostavame
podminku
(s =) 2 s,

kterou dale upravime na nerovnost pro kvadraticky trojclen

2 —sx+s5<0

a ptame se, pro jaké nejmensi s ma tato nerovnice (v proménné z) reseni. Kvadraticky
trojclen s kladnym vedoucim koeficientem nabyva alespon jedné nekladné hodnoty prave
kdyz prislusnéd kvadratickd rovnice ma alespon jeden realny koten, coz je ekvivalentni
tomu, ze jeji diskriminant

D=s>—45s2>0

je nezaporny. Zkrdcenim kladnym ¢islem s dostavame ihned s = 4. Minimdlni mozné
hodnota souctu je tedy 4 a vzhledem k pouzitému fetézci ekvivalenci neni nutna zadna
zkouska (pro s = 4 bychom ale ve shodé s ostatnimi fesenimi dostali jedinou vyhovujici
dvojici x =y = 2).

JINE RESENI. Podobné jako v névodné tiloze N3 necht pro redlnd ¢isla ¢ a d plati
c=(x+y)/2ad=(r—y)/2. Potomz =c+day=c—d Dileplati z +y = 2c a
zy = 2 —d?. Ulohu miiZeme nyni pieformulovat: Pro které nejmensi redlné cislo ¢ existuje
realné ¢islo d tak, Ze plati ¢ — d?> = 2¢ > 07 Podle druhé nerovnosti plati ¢ > 0. Jelikoz
d? je nezéporné &slo, z prvnf nerovnosti nutné plati ¢ > 2¢. Proto ¢ > 2. Cisla ¢ = 2
a d = 0 ziejmé vyhovuji preformulované tloze, proto nejmensi mozna hodnota souctu
T 4y jsou 2c = 4, to nastane pro r =y = 2.

NAVODNE A DOPLNUJICI ULOHY:
N1. DokaZte nerovnost mezi aritmetickym a geometrickym primérem (tzv. AG-nerovnost)
nezapornych realnych cisel a, b
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N2.

N3.

D1.

D2.

D3.

D4.

a uréete, kdy v nf nastédva rovnost. [Diky nezdpornosti existuji &isla v/a, Vb a s jejich
pomoci miiZeme nerovnost ekvivalentné prepsat jako (v/a — \/l;)2 = 0. Tato nerovnost
ziejmé plati pro vSechny dvojice a,b = 0 a rovnost v ni nastava pravé kdyz a = b.]
Necht a, b jsou kladna redlna c¢isla se souc¢inem 10. Urcete nejmensi moznou hodnotu
souctu a + b a zjistéte, pro jaka a, b se nabyva. [Z AG-nerovnosti mame a +b 2 2v/ab =
= 2¢/10 a rovnost se nabyva pravé pro a = b = v/10. Alternativné mizeme dosadit b = %
a hledat minimum m vyrazu

at+b=a+ 10 Zm.
a

Vyndsobime obé strany posledni nerovnosti a a ziskanou ekvivalentni (zde vyuzivame, ze
a je kladné) nerovnost a? —am+10 = 0, bud upravime na étverec a postupujeme jako v 2.
feseni soutézni ilohy nebo, podobné jako ve 3. feSeni soutézni dlohy, vyuzijeme toho, ze
diskriminant trojclenu na levé strané (v proménné a) musi byt nekladny. Obéma zpisoby
dostaneme m? < 4-10 (a hledali jsme nejvétsi takové m, takze m = 2v/10) i podminku
pro nabyvan{ minima a = 2 = /10.]

Necht realnd ¢isla a, b a konstanta K spliuji a+b = K. V zavislosti na K urcete nejveétsi
moznou hodnotu soudinu ab a zjistéte, pro jakd a, b se nabyva. [Ukdzeme dvé feseni, prvni
zalozené na intuitivnim pozorovani, ze ¢im jsou ¢isla a, b dale od sebe, tim mensi je jejich
soucin. Oznac¢me d = a — % = % —b. Pak

ab = (K—i—d) (K_d> :K72_d2§ K?
2 2

a rovnost nastava pro d = 0, neboli pro a = b = % Podobnym zptisobem lze dokazat
i AG-nerovnost. Alternativné mtzeme dosadit b = K — a a hledat maximum vyrazu
ab = a(K — a) dpravou na c¢tverec (jako v 2. FeSeni soutézni tilohy) nebo pomoci
kvadratické funkce, a to bud oznacenim neznamého maxima a vyuzitim diskriminantu
(jako v 3. feSen{ soutézni tlohy), nebo si véimneme, Ze f(a) = a(K — a) = —a? + Ka
je kvadraticky trojclen se zapornym vedoucim koeficientem, takze ze symetrie paraboly
nabyvd maxima mezi kofeny, tedy v hodnoté %*]

Pro libovolnd ¢isla a, b z intervalu (1, +o00) plati nerovnost

(@®+ 1D +1) = (a—1)2(b—-1)% 2> 4.

Dokazte a zjistéte, kdy nastane rovnost. [59-C-1T-2]
Urcete nejmensi hodnotu vyrazu

2

Vea?y—2
T e

kde « je libovolné redlné &islo. Pro kterd x vyraz V' této hodnoty nabyva? [64-B-11-2]
Urcete vSechny dvojice (x,y) redlnych ¢isel, které vyhovuji nerovnici

o (G3)=Ge)
[63-B-1-2]

Najdéte nejmensi redlné ¢islo k takové, aby nerovnost k(a? + b%) = (a + b)? + ab platila
pro vSechny dvojice kladnych redlnych ¢isel a, b. [70-B-I1-1]

* PovSimnéte si, ze tvrzeni tloh N1 a N2 jsou si velmi blizké, ovSem s tim podstatnym rozdilem, ze v N1
musime predpokladat a, b, K > 0.
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5. V konveznim ctyrihelniku ABCD plati |<ABC| = |<ADC| a |x*BCD| = 3|9xBAD)|.
Body P a Q) lezi po Tadé na useckich AB a AD tak, Ze APC(Q je rovnobéznik. Necht O
je stred kruznice opsané trojihelniku C' PQ. Dokazte, Ze AO 1. BD. (Patrik Bak)

RESEN{. Ozna¢me | BAD| = «a, pak z druhé rovnosti ze zadéni mame |<BCD| =
= 3a. Dopocitanim thla ve ¢tyiruhelniku ABCD ziskdme pomoci prvni zadané rovnosti
vztah

360° — 3 —
|4ABC| = |4ADC| = > 7% 180° — 2a.

Z rovnobéznosti PC' || AQ plyne |XBPC| = |¥BAD| = «, trojihelnik BCP je
tedy rovnoramenny (se zdkladnou PC'). Analogicky dokdzeme, ze i trojihelnik DCQ
je rovnoramenny (se zakladnou QC).

Nyni ukazeme, ze O je prusecikem vysek v trojihelniku ABD. Osa tsecky CP
prochazi vrcholem B rovnoramenného trojuhelniku BC'P i sttedem O kruznice opsané
trojuhelniku C'PQ. Piimka BO je tak kolma k primce PC a tedy i k s ni rovnobézné
primce AD. Analogicky ukazeme, ze DO 1L AB, ¢ili O je skutecné prusecikem vysek
v trojuhelniku ABD, z ¢ehoz uz dokazované tvrzeni primo plyne.

P0zNAMKA. K rovnoramennosti trojihelnikii BC'P a DCQ se lze dobrat i jinym zpu-
sobem: Protoze |<BPC| = a = |4CQD| a |<PBC| = |[<ABC| = |<ADC| = |<QDC],
jsou trojihelniky PBC' a QDC' podobné podle véty uu. Tedy | BCP| = |<DCQ|. Za-
roveti soucet téchto dvou (shodnych) thla je 2a, protoze |<BCD| — | PCQ| = 3a — a.
Tedy |[<BCP| = |4DCQ| = « a trojuhelniky BCP a DC(Q jsou rovnoramenné.

NAVODNE A DOPLNUJICT ULOHY:

N1. Uvnit¥ trojihelniku ABC' je ddn bod P tak, Ze plati |XABP| = 30°, |SLPBC| = 40°,
|XBCP| = 20° a | PCA| = 30°. Ukazte, ze piimka AP je kolma k pifmce BC.
[Dopoéitanim uhlu zjistime, Ze pfimky BP a CP jsou vysky, pfimka AP tedy musi
byt tfeti vyskou. Skuteéné, pro prusecik @ pfimky BP a strany AC plati |[LBQC| =
= 180° —(40°420°+430°) = 90°, analogicky dopo¢itame, ze ptimka PC' je kolm4 k piimce
AB]

N2. V trojihelniku ABC ozna¢me M, N a P po tadé stiedy stran BC, CA a AB. Dokazte,
ze prusecik vysek trojuhelniku M NP je soucasné stfedem kruznice opsané trojuhelniku
ABC. [Osy stran trojihelniku ABC splyvaji s vyskami v trojihelniku M N P.]

D1. Uhlopticky lichobézniku ABCD se protinaji v bodé P a jejich osy se protinaji v bodé
M. Predpokladejme, ze M lezi na zakladné AB. Dokazte, ze piimka M P je osou thlu
CMD. [Trojthelnik BM D je rovnoramenny se zékladnou BD, takze plat{ | LM DB| =
= |SXMBD| = |CDB|, pricemz posledni rovnost plyne z rovnobéznosti zdkladen
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D2.

Ds.

D4.

lichobéZniku AB || CD. Tedy DP je osou vnitiniho dhlu u vrcholu C' v trojihelniku
CDM. Podobné ukazeme, ze primka C'P je osou vnitiniho tthlu u vrcholu C. Bod P
jakozto jejich prusecik je stfedem kruznice vepsané trojuhelniku CDM, a tedy piimka
MP je opravdu osou thlu CM D.*]

V rovnobézniku ABC D plati, ze osa tthlu ABC' prochéazi stfedem L strany C'D. Dokazte,
7e AL 1L BL. [C-71-5-2]

V trojihelniku A BC narysujeme osu vnittniho thlu u vrcholu A a jeji prusecik se stranou
BC ozna¢ime D. Na strané AB najdeme takovy bod M, ze M D || AC. Dokazte, ze pak
usecky AM a DM maji stejnou délku. [Pfimka AD je osou thlu u vrcholu A, takze
|CAD| = |MAD|. Kromé toho dhly CAD a MDA jsou st¥idavé, protoze MD | AC.
Trojihelnik AM D je tudiz rovnoramenny a |[AM| = |[DM]|.]

Necht ABC' je ostroihly trojihelnik s nejdelsi stranou BC'. Uvnitt stran AB a AC lezi
po fadé body D a E tak, ze |CD| = |CA| a |BE| = |BA|. Ozna¢me F takovy bod, ze
ABFC je rovnobéznik. Dokazte, ze |FD| = |FE|. [B-71-1-2]

* Jednd se o mirné preformulovanou tlohu z leto$niho doméciho kola C—75-1-5.
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6. Hraci plan na obrazku vlevo se sklidd z 61 pravidelnych Sestithelniki se stranou
délky 1.* Na kazdém jeho policku miize stdt nejuijse jeden jezdec. Dva jezdci se ohrozuji
prave tehdy, kdyz stoji na polickdch se stredy vzddlengmi presné 3 (policka ohroZend
jezdcem jsou na obrdzku vpravo vybarvend). Kolik nejvjse jezdci mizZeme umistit na
tento plan tak, aby se Zadni dva neohrozZovali?

(Jozef Rajnik)

RESEN{. Kdy?Z jezdci zaplnime druhy, paty a osmy fadek planu, umistime tak celkem
6+9+46 = 21 neohrozujicich se jezdct, viz obrazek 1 vlevo, vedle je zndzornén jiny mozny
zpusob rozmisténi stejného poctu jezdei.

Obr. 1

Nyni dokadzeme, ze na plan lze umistit nanejvys 21 jezdcl. Zakladnim pozorovanim je,
ze existuji trojice policek, jejichz stredy tvori rovnostranny trojihelnik se stranou délky 3
(vybarvend policka na obrazku 2 a)). Na téchto trech polickdch muze stat nejvyse jeden
jezdec. Proto v utvarech na obrazcich 2 b) a 2 ¢) mohou byt v kazdém nejvyse tii jezdci,

a to na kazdé barvé nejvyse jeden.
Obr. 2

Cely plan lze rozdélit na sedm utvart typu 2 b) a 2 ¢) podle obrazku 3, ¢imz je pocet
jezdcti omezen na nejvyse 7 -3 = 21, coz jsme chtéli dokazat.

* Hrac{ pldny najdete na https://www.matematickaolympiada.cz/media/3855053/hrplany_b6.pdf

13


https://www.matematickaolympiada.cz/media/3855053/hrplany_b6.pdf

75. ROCNIK MO (2025/2026) DOMACI KOLO KATEGORIE B

JINE RESENI. Obarvime plan tfemi barvami podle obrazku 4 a 5. Toto obarveni mé
tu vlastnost, ze jezdec umistény na libovolné policko ohrozuje jen policka stejné barvy,
¢imz jsme si vlastné tlohu rozdélili na tii nezavislé ulohy. Fialova policka, kterych je 21,
je mozné rozdélit do sedmi trojic podle obrazku 4 tak, Ze nejvyse jedno z policek kazdé
trojice muze obsahovat jezdce. Analogicky rozdélime i 21 zelenych poli¢ek (obarveni je
symetrické v tom smyslu, Ze zelena policka prejdou na fialova rotaci kolem stredu planu
0 60°). Zluta policka, kterych je 19, rozdélime podle obrazku 5 na 6 trojic a stiedové
policko. Dostaneme tak odhad na nejvyssi mozny pocet jezdcu 7+ 7+ (6 + 1) = 21
a zaroven navod na nékolik riznych optimalnich konstrukei — napf. jezdce umistime na
vyznacend policka.
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W~

PozNAMKA. Alternativni feseni vyse poskytuje zptusob, jak urcit pocet vSech moz-
nych optiméalnich rozmisténi jednadvaceti jezdci. Z kazdé trojice policek musi byt ale-
spon jedno obsazeno jezdcem a totéz plati pro stredové zluté policko. Vybérem jedné
ze dvou moznosti v jedné ze zlutych trojic je jiz zbytek rozmisténi na zlutych polickach
jednoznac¢né urcen, mame tedy dvé moznosti. Na fialovych polickach je rozbor moznosti
slozitéjsi, riznymi zpusoby se lze dostat k jejich celkovému poctu 117, stejné jako pro
zelend policka. Celkem tedy méame 2 - 1172 = 27378 moznych rozmisténi.

NAVODNE A DOPLNUJICT ULOHY:

N1. Vyjadiete obecné vzdalenost stfedit dvou policek na stejném rfadku hractho planu a vy-
vodte z vysledku, Ze jsou to neceld (dokonce iraciondlni) &isla. [Jsou to sudé ndsobky délky
vysky v rovnostranném trojihelniku o strané jedna, neboli ¢isla tvaru 2k§ = /3k pro
k celé nezédporné. Piipomeneme dikaz zndmého faktu (v feSenich MO je tedy mozné jej
pouzivat bez diikazu), Ze v/3 je iracionalni ¢islo: pokud by % = /3 pro néjaka prirozena
&sla p, ¢, tak umocnénim dostaneme 3¢% = p?. Cislo p? obsahuje jakozto druhd mocnina
ve svém prvoéiselném rozkladu trojku v sudé (i nulové) mocning, zatimco rozklad 3¢
obsahuje ze stejného diivodu lichy podet trojek. Rovnost téchto ¢isel tedy neni mozn4.

14



75. ROCNIK MO (2025/2026) DOMACI KOLO KATEGORIE B

N2.

N3.

D1.

D2.

D3.

D4.

Jezdec stoji na stfedovém policku hraciho planu. Na kterd policka dokaze doskakat
koneénym poctem skoku? Jak tomu bude v pripadé, ze jezdec stoji v pravém hornim
rohu? [Plan je moZné obarvit nékolika mélo barvami tak, Ze jezdec umistény na policka
jedné barvy se mize opakovanymi skoky na policka, ktera aktualné ohrozuje, dostat pouze
na policka stejné barvy. Vyuzijeme obarveni planu z alternativniho reseni soutézni tlohy,
odkud vime, ze jezdec nemiize skoCit mezi policky riznych barev. Zaroven se muzeme
snadno presvédcit, ze z libovolného policka jedné barvy lze doskakat na libovolné jiné
policko této barvy. Ze stiedového policka muze tedy jezdec doskdakat pravé na vsechna
7lutd policka a z pravého hornfho rohu na vSechna zelend policka.]

Dokazte, ze na Sachovnici 8 x 8 lze umistit nejvyse 16 krala tak, aby se navzijem
neohrozovali. [Sachovnici rozdélime na 16 étvercit 2 x 2, na kazdy z nich miZzeme umistit
nejvyse jednoho krale, proto je kraltl nejvyse 16. Sestnact kraltl uz na Sachovnici umistit
umime, napiiklad na ta pole, jejichZ obé soufadnice jsou liché.]

Figurka stfelce ohrozuje na Sachovnici libovolné pole diagonaly, na niz stielec stoji. Pokud
ovsem na nékterém poli diagondly stoji véz, stfelec uz pole za ni neohrozuje. Urcete
nejvetsi mozny pocet stielcd, které mizeme spolu se ¢tyrmi vézemi umistit na Sachovnici
8 x 8 tak, aby se stfelci navzdjem neohrozovali. [B-69-1-6]

Jaky nejvetsi pocet strelct lze umistit na bild pole Sachovnice 8 x 8 tak, aby se navzajem
neohrozovali? [Sedm. Na Sachovnici uvazujme diagonély rovnobézné s bilou hlavni dia-
gonalou. Vcetné ji je jich pravé 7. Na kazdou muzeme umistit nejvyse jednoho strelce.
Protoze kazdé bilé pole lezi na nékteré z téchto diagonal, mizeme tak na Sachovnici
umistit nejvyse 7 stfelct. Vyhovujici umisténi 7 stfelci mizeme vybrat napiiklad tak, ze
budou v poétech 4 a 3 v krajnich sloupcich Sachovnice.]

Na desce 7 x 7 hrajeme hru lodé. Nachazi se na ni jedna lod 2 x 3. MizZeme se zeptat na
libovolné policko desky, a pokud lod zasdhneme, hra konéi. Pokud ne, ptdme se znovu.
Uréete nejmensi pocet otdzek, které potfebujeme, abychom jisté lod zaséhli. [58-B-1-4]
Na desce 5 x 5 hrajeme hru lodé. Ze ¢tyr poli desky je vytvofena jedna lod tvaru
L-tetromina. Muzeme se zeptat na libovolné pole desky a pokud lod zasihneme, hra
kondi. a) Navrhnéte osm poli, na néz se staéi dotdzat, abychom méli jistotu zdsahu lodé.
b) Zdtvodnéte, ze sedm otdzek obecné takovou jistotu nedéva. [58-B-11-2]
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