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1. Viralni video ziskava behem kaZdého 24hodinového intervalu stejny pocet nowvich
zhlédnuti. Na webu se pocet zhlédnuti ukazuje zaokrouhleny dolt na celé miliony.
Predevcirem v poledne web ukazoval 1 milion zhlédnuti, véera v poledne 2 miliony,
dnes v poledne 4 miliony. Kolik milioni to bude zitra v poledne? Najdéte vsechny
moznosti. (Josef Tkadlec)

RESENT. Skutecny pocet zhlédnuti dnes v poledne oznaéme a (vyjadieno v milionech).
Vime, ze 4 < a < 4,999999. Prirtustek poctu zhlédnuti od jednoho poledne k nésledujicimu
poledni je pokazdé stejny, oznacme jej b.

Napriklad pro a = 4,25 a b = 1,6 je situace nasledujici:

kdy pocet zhlédnuti ukazatel na webu
predevcirem v poledne 1,05 1
vcera v poledne 2,65 2
dnes v poledne 4,25 4
zitra v poledne 5,85 )

Zduvodnime, pro¢ b > 1. Zména pocitadla z 2 milionti na 4 miliony znamena, ze
dnes méa video aspon 4 miliony shlédnuti a véera jich mélo nejvyse 2,999999 milionu, tedy
jich pribylo aspon b = 4 — 2,999999 > 1. Zitra v poledne tak bude web ukazovat aspon
5 milionti, protoze a +b >4+ 1 =5.

Podobné ukazeme, ze b < 2. Zména z 1 milionu na 2 miliony znamend, ze véera mélo
video nejvyse 2,999999 milionu shlédnuti a predevcirem jich mélo aspon 1 milion, tedy
jich pfibylo nejvyse b < 2,999999 — 1 < 2. Zitra v poledne tak bude web ukazovat nejvyse
6 miliont, protoze a + b < 4,999999 + 2 = 6,999999.

Uz jsme ukazali, ze hodnota 5 se na webu skuteéné muiize objevit. Hodnota 6 se ukaze
pokud napt. a = 4,85 a b = 1,9, viz tabulku:

kdy pocet zhlédnuti ukazatel na webu
predevcirem v poledne 1,05 1
véera v poledne 2,95 2
dnes v poledne 4,85 4
zitra v poledne 6,75 6

Za tplné feseni udélte 6 bodi. V netplnych fesenich ocente ¢astecné kroky nasledovneé:

Al. [1 bod] Spravna odpovéd (i bez zdivodneéni), ze FeSenim budou obé ¢isla 5 i 6.

A2. [1 bod] Posloupnost 4 ¢isel nezaokrouhlenych pocét zhlédnuti (napt. 1,05; 2,65; 4,25; 5,85) dokla-
dajici, ze na webu mutze byt ¢islo 5. Posloupnost lze v principu nahradit naptiklad dvojici a = 4,25
a b= 1,6 s komentarem, ze pak se kazdé z Cisel zaokrouhli ,spravné®.

A3. [1 bod] Posloupnost 4 ¢isel nezaokrouhlenych poc¢t zhlédnuti (napf. 1,05; 2,95; 4,85; 6,75) dokla-
dajici, ze na webu muze byt ¢islo 6. Posloupnost lze v principu nahradit napiiklad dvojici a = 4,85
a b= 1,9 s komentafem, ze pak se kazdé z ¢isel zaokrouhli ,spravné®

B1. [1 bod] Ulohu se podaii alesporti ¢asteéné prevést do matematického jazyka a kdekoliv se objevi
oboustranny odhad.
Naprtiklad se zavedou proménné a, b jako ve vzorovém feSeni (nebo alesponi jedna z nich) a objevi
se oboustranny odhad typu 4 < a < 5 (tento by sprdvné mél byt 4 < a < 5, ale drobné nepfesnosti
tolerujte).
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B2. [1 bod] Zduvodnéni, 7e a + b = 5 (sta¢i tvaha bez pouziti proménnych).
B3. [1 bod] Zdtuvodnéni, Ze a + b < 7 (sta¢i ivaha bez pouziti proménnych).

Celkem pak za neiplna feseni udélte A1+ A2+ A3+ B1+ B2+ B3 bodu. Pritom objevi-li se v feseni
oba kroky A2, A3, automaticky udélte i bod za Al. Podobné objevi-li se v feSeni oba kroky B2, B3,
automaticky udélte i bod za B1.

V krocich B1, B2, B3 tolerujte, jestlize feSen{ pracuje s nerovnostmi b =2 1, b > 1 & b = 1,000001
(posledni vyplyva z faktu, Ze pocet zhlédnuti je celé ¢islo a TeSeni mohou tento fakt pouzivat i bez
komentéie). Podobné pristupujte k nerovnostem b < 2, b < 2, b < 1,999999.

Soucasti tplného feseni je nejen ukazat, ze jiné hodnoty nez 5 ¢i 6 se na webu objevit nemohou, ale
také zduvodnit, Ze obé tyto hodnoty se objevit mohou (typicky konstrukei posloupnosti, jak je uvedeno
v krocich A2, A3). Pokud v jinak tiplném feSeni chybi pfesné kroky A2, A3, udélte 5 bodi.
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2. Rozhodnéte, zda lze beze zbytku rozrezat obdélnik a) 3v2 x 4, b) 3v2 x 42 na
pravothlé rovnoramenné trojuhelniky s odvésnamsi délek 1.
(Pavel Caldbek, Jaroslav Svréek)

RESENI. a) Obsah obdélniku 3v/2 x 4 je 124/2, zatimco obsah jednoho trojihelniku
je % Museli bychom obdélnik rozfezat na 12v/2 : % shodnych trojihelnik, coz ovsem
neni celé Cislo, takze fezani beze zbytku nelze provést.

b) Obdélnik lze rozfezat napiiklad tak, jak je nakresleno na obrazcich. Klicové je

zde pozorovani, ze pravouhly rovnoramenny trojihelnik s odvésnami délek 1 mé preponu

délky v/2.

3v2 3v2

4+/2 44/2

KOMENTAR. Vlevo je obdélnik rozfezan na 3 x 4 &tvercit o strané /2 a kazdy
z nich je thloprickami rozdélen na pozadované trojihelniky. Vpravo jsme ,,po obvodu®
obdélniku prikladali prepony pravouhlych trojuihelnikii a nasledné odrezali ,,obvodovou
vrstvu® tvofenou pravouhlymi trojihelniky. Tim vznikl mensi obdélnik 2v/2 x 3v/2, s
nimz nalozime podobné, atd.

Na oba obrazky lze nahlizet tak, ze mrizku tvorenou c¢tverci 1 x 1 otoc¢ime o 45°,
vhodné polozime na obdélnik a nasledné kazdy ctverec 1 x 1 rozdélime libovolnou
uhloprickou.

Za tplné feseni udélte 6 bodi. V netplnych fesenich ocente ¢astecné kroky nasledovneé:

C1. [1 bod] Spravnd odpovéd (i bez zduvodnéni nebo se zcela Spatnym zdivodnénim), Zze piipad a)
nepujde, zatimco ptipad b) pujde.

B1. [3 body] Obréazek, ktery doklada, Ze obdélnik 3v/2 x 41/2 lze roziezat.

Uznévejte i slovni popis, podle kterého lze obrazek jednoznac¢né nakreslit. Pokud popis neni
jednoznacny, ale lze odhadnout, jak byl patrné myslen, udélte ¢ast bodu.

Al. [3 body] Kompletni zdiivodnéni, ze obdélnik 3v/2 x 4 roziezat nelze (typicky pomoci argumentu
s obsahem).

A2. [2 body] Zdiivodnéni, Ze obdélnik 31/2 x 4 rozfezat nelze, ve kterém se rozebiraji piipady, jak ktery
trojuhelnik umistit, pficemz je opomenut pouze jeden pripad, ktery je velmi snadné dokoncit a tento
opomenuty pripad je podobny jiz rozebranému piipadu.

A3. [1 bod] Snaha zdfivodnit, ze obdélnik 3v/2 x 4 roziezat nelze, piicemz se rozebiraji pifpady, jak
ktery trojuhelnik umistit, je opomenut vice nez jeden pripad, ale zadny z opomenutych pripada se
dale nevétvi na podpripady a kazdy opomenuty pripad lze vyloucit myslenkou, ktera se uz objevila
v rozebranych pripadech.

A4. [0 bodi] Snaha zdiivodnit, Ze obdélnik 3v/2 x 4 roziezat nelze, pfi¢emz se rozebiraji piipady, jak
ktery trojuhelnik umistit, a nékteré pripady jsou opomenuty. Jakmile se néktery z opomenutych
pripadu dale vétvi na podpripady nebo neni jasné, Ze jej lze vyloucdit pouzitim myslenky, ktera se
jiz objevila, neudélujeme za tuto snahu zddné body.

Nejdiive spoctéte A = max(Al, A2,A3) a celkem pak za nedplni feseni udélte max(C1,B1 + A)
bodu.
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Argument s obsahem pouzity v ¢dsti a) povazujeme za pristupny pro kazdého. Piesto se nejspis objevi
pokusy zduvodnit ¢éast a) jingm zptsobem a bude dosti ndrocné tyto pokusy ohodnotit. Domnivéme se,
ze velkd vétsina z nich skonéi v kategorii A4, protoze rozbory tohoto typu maji tendenci se vétvit tak
rychle, zZe byva velmi obtizné na zadny pripad nezapomenout.

Pro lepsi predstavu, jak mohou vypadat snahy vyfesit ¢dst a) rozborem, uvedeme jedno takové
feSeni, zamérné sepsané ,jazykem studenti“ a na nékterych mistech jej doplnime nasimi poznamkami
psanymi Sedou barvou [takto], které snad pomohou porozumét, jak to asi bylo mysleno.

Resend cdsti a). Pravothly trojihelnik mé strany 1, 1, v/2 [Pythagorova vétal.

Je jasné, ze u strany délky 3v/2 musi byt 3 piepony [argument by mohl byt presndjsi, ale skutecne
je dostateéné ziejmé, ze rovnost m -1+ n - /2 = 3v/2 pro m,n € Ny nastane pouze v piipadé m = 0,
n = 3, prestoze formalné bychom méli ¥ict, Ze pro n # 3 miZeme napsat v2 = 5 a tim dostat spor
s iracionalitou /2] a u stran délky 4 musi byt 4 odvésny. Na obrazku 0 je strana 3v/2 pokryta pfeponami
a na strandch délky 4 je nakreslen pokazdé jen jeden trojihelnik (jehoz umistén{ je jednoznacéné urceno),
protoze ostatni trojuhelniky lze umistit vice zpusoby. Rozebereme moznosti, jak pokryt tuéné usecky
délky 1.

3v2 3v2 3v2 3v2

obr. 0 obr. 1 obr. 2 obr. 3.a.i

1. Obé jsou pokryty preponami. Pak obé prepony budou pfecnivat a jejich trojuhelniky se prekryji,
viz obrazek 1. [ ,Preénivani{“ neni matematicky pojem, ale myslenka je popsdna srozumitelné.]

2. Jedna je pokryta odvésnou, jedna pfeponou. Bino [bez (ijmy na obecnosti — to si skutecné muzeme
dovolit diky symetrii obdélniku podle vodorovné osy| je pfeponou pokryta spodni [nepresny termin,
ale z obrazku je ziejmé, kterd tsecka se mysli]. Novy trojihelnik (zvyraznény na obrdzku 2) urcuje
umisténi trojihelniku pod nim a jeho tuény roh nelze pokryt bez preénivini. [Ob¢ tucné tsecky jsou
kratsi nez 1 a kazda z nich musi byt pokryta stranou délky aspon 1. Napravo od tu¢ného rohu tedy
dojde k prekryti trojihelniki, coz znamend, ze tudy cesta nevede.]

3. Obé jsou pokryty odvésnami. Uvazujme déle tyto dva trojihelniky (na obréazcich zvyraznéné), jejichz
odvésny pokryvaji tuéné usecky z obrazku 1. Znovu rozlisime ruzné pripady.

a) Oba trojtihelniky maji vodorovné piepony. Pak je uréeno umisténi trojihelnika nad nimi a pod
nimi jako na obrazku 3.a.i. Dvé tu¢éné tsecky je potfeba protdhnout [jejich délky jsou mensi
nez 1, takze at uz je pokryjeme pieponou délky v/2 nebo odvésnou délky 1, budou ,,protazeny*]
a nasledné vyplnit ¢tverec — jeho pravy roh bude mit problém. Tuc¢né usecky na obrazku 3.a.ii
maji délku 3 — /2, coz nejde pokryt piesné, takze obé budou preénivat a dojde k prekryti
trojahelniku. [Takze tudy cesta nevede.]

b) Jeden trojihelnik (btino spodni) mé vodorovnou pfeponu, jeden svislou. Pak je uréeno umisténi
trojuhelniku pod tim, ktery ma vodorovnou preponu, viz obrazek 3.b.i. Tu¢nou tsecku délky
V2 1ze pokryt jediné pfeponou [kdybychom ji ,pokryli“ odvésnou délky 1, zbyde nam tsecka
délky /2 — 1, kterou bez prekrivani nepokryjeme|, takze ndm vznikne obrazek 3.b.ii a dostali
jsme se do situace 3.a.i [o které uz vime, ze vede ke sporul.
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¢) Oba trojthelniky maji svislou pfeponu, viz obrazek 3.c. Tuénou tsecku délky 2v/2 lze pokryt
jediné dvéma preponami, takze musime dvéma trojuhelniky dokoncit ¢tverce, jak uz to je na
obrazku 3.c nakresleno, a jsme znovu v situaci 3.a.i [0 které uz vime, ze vede ke sporul.

Formulace v tomto FeSen{ nejsou prilis exaktni (coz by bylo velmi ndro¢né), ale jsou v principu
spravné, myslenky je mozné sledovat a mohli bychom tak udélit 3 body za krok Al. Kdyby feseni
opomnélo napriklad pt¥ipad 3.b, mohli bychom udélit 2 body za krok A2. Kdyby feseni opomnélo cely
piipad 3, udélili bychom uz 0 bodt (A4), protoze prechod od obrézku 3.a.i k obrdzku 3.a.ii vyzaduje
myslenku ,,protazeni“ tu¢nych usecek a ,vyskladani“ jesté jednoho ¢tverce, coz v predchozich pripadech 1
ani 2 nebylo potieba.
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3. Predpokladejme, Ze Sest celyjch cisel a, b, ¢, a+ b, b+ ¢, ¢ + a je navzdjem ruznych,
aspon. jedno je liché, aspon jedno sudé a navic soucet vsech lichiych cisel je roven
souctu vsech sudych cisel. Najdéte vsechny mozné hodnoty souctu a + b+ c.
Poznadmka: Nekladnd celd cisla rovnéz rozdélujeme na sudd a lichd, napr. —5 je liché
cislo, 0 je sudé cislo. (Patrik Bak)

RESENI. Rozlisime pifpady podle poétu sudjch ¢isel mezi ésly a, b, c.

a) VSechna jsou suda. Pak jsou sudd i ¢isla a + b, b+ ¢, ¢ + a, coz zadani vylucuje.

b) Pravé dvé jsou sudd. Pak z ¢isel a + b, b+ ¢, ¢ + a je pouze jedno sudé, takze celkem
mame 3 sud4 ¢isla a 3 lichd ¢isla. Soucet (tif) sudych ¢isel je ¢islo sudé, zatimco soucet
t11 lichych ¢isel je cislo liché, takze tento pripad nastat nemuze.

c¢) Pravé jedno je sudé. Bez jmy na obecnosti je a sudé. Pak z ¢isel a + b, b + ¢,
c + a je sudé pouze b + c. Protoze soucet sudych ¢isel je roven souctu lichych, plati
a+(b+c)=b+c+ (a+0b)+ (c+a) apo tpravé a + b+ ¢ = 0. Tento pripad
muze skutecné nastat, zvolime-li napriklad a = 1, b = 2, ¢ = =3, pak je a + b = 3,
b+ c= —1, ¢+ a = —2 a soucet sudych cisel je 0 stejné jako soucet lichych ¢isel.

d) Zadné nenf sudé. Mame tak 3 licha ¢isla a, b, ¢ a 3 sudé ¢isla a+b, b+ c, ¢+ a. Stejné
jako vyse soucet (t¥1) sudych cisel je sudy, zatimco soucet tif lichych ¢isel je lichy,
takze tento pripad nastat nemuze.

Zaver. Soucet a+ b+ c nabyva jediné hodnoty 0 a pro tuto hodnotu skutecné existuji
vhodna ¢isla a, b, ¢ splnujici zadani tlohy.

KOMENTAR. Ukdzali jsme, Ze pifpad d) nastat nemize. Namisto toho bychom mohli
v ptipadé d) napsat rovnost a+b+c = (a+b)+(b+c)+(c+a), coz dé znovu a+b+c = 0,
a nezabyvat se tim, zda tento pripad muze ¢i nemuze nastat.

JINE RESENI. Soucet vSech ¢isel je 3(a + b+ ¢). Oznacime-li S soudet vSech sudych
¢isel a L soucet vSech lichych ¢isel, pak je ziejmé S + L = 3(a + b + ¢). Podle zadani je
navic S = L, takze 25 = 2L = 3(a + b+ ¢), coz znamend, ze a + b + ¢ je sudé. Mezi ¢isly
a, b, ¢ je tak bud pravé jedno sudé ¢islo, nebo jsou vSechna suda.

e Jsou-li vSechna sud4, jednd se o pripad a) z prvniho Teseni.
e Je-li pravé jedno ¢islo sudé, jedna se o pripad c) z prvniho TeSeni.

Za tplné teseni udélte 6 bodi. V netplnych fesenich ocente ¢astecné kroky nasledovneé:

Al. [1 bod] Spravnd odpovéd (i bez zduvodnéni), Ze hodnota souctu a + b + ¢ je jediné 0.

A2. [1 bod] Rozligeni piipadi podle poctu sudych ¢isel (¢i poctu lichych éisel). Casto asi piijde o jejich
pocet mezi ¢isly a, b, ¢, ale mize to byt i mezi ¢isly a + b, b+ ¢, ¢ 4+ a ¢i mezi vSemi 6 Cisly, mozna
velmi vyjimecné pijde i o jinou mnozinu ¢isel.

A3. [1 bod] Zjisténi, ze za néjakych okolnosti musi byt souéet a + b+ ¢ = 0.

Naptiklad v prvnim feseni byl soucet a + b+ ¢ = 0 v pripadé, ze jedno z ¢isel a, b, ¢ bylo sudé.

B1. [1 bod] Piiklad trojice &isel a, b, ¢, kterd splni vSechny podminky zaddni. Podminky neni nutné
ovérovat explicitné, resiteliim mohou pripadat zfejmé.

C1. [1 bod] Vyloué¢eni néjakého ptipadu pouzitim podminky ze zadéni, Zze mezi 6 ¢isly je aspon jedno
liché.

V prvnim FeSeni to bylo vylouéeni{ piipadu a).

C2. [2 body] Vylouceni néjakého pripadu (nebo vice piipadi) pouzitim podminky ze zadédni, Ze soucet
vSech lichych ¢isel je roven souctu vSech sudych cisel.

V prvnim Feseni to bylo vylouceni pfipadi b) a d), protoze soucet (t¥{) sudych ¢isel je sudy, zatimco
soucet t¥i lichych ¢isel je lichy. Ve druhém freSeni jsme podminku ze zadani napsali jako S = L

7
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a ziskali z ni, ze a 4+ b + ¢ je sudé, ¢imz jsme vyloucili pripad, ze a + b + ¢ je liché. Je to stejné jako

vyloucit pripad, ve kterém zadné z ¢isel a, b, ¢ neni sudé a pripad, ve kterém dveé z ¢isel a, b, ¢ jsou

sudé (to znovu odpovidé piipadim b) a d) z prvniho feSeni).

Celkem pak za netplnd feSeni udélte max(Al, A2 + A3) 4+ B1 + C1 + C2 bodu. Pokud chybi rozbor
nékterého pripadu, udélte nejvyse 5 bod.



