75. ROCNIK MATEMATICKE OLYMPIADY (2025/26)

Navodné a doplnujici Glohy pro kategorii Z9

79-1-1

Do rohovych policek tabulky 3 X 3 jsou vepsdana cisla jako na obrazku:

12 15

Do prazdnych policek doplite kladnd cela cisla tak, aby soucin cisel ve vsech Tadcich

a sloupcich byl stejny. Najdéte vsechny moznosti. (J. Zhouf)

NAVODNE A DOPLNUJici ULOHY

N1.

N2.

N3.

V naésledujici tabulce jsou a, b, ¢ kladna celé cisla takova, ze hodnoty v sousednich
polickéch se rovnaji. Najdéte tii nejmensi feSeni.

5a | 7b | 8¢

[Cisla ve vSech polickidch se rovnaji. Protoze ¢&isla 5, 7 a 8 jsou nesoudélnd, je obecné
feSeni tvarua =7-8-k, b=5-8-k,c =57k, kde k je kladné celé ¢islo. TTi nejmensi
feseni (a, b, c) jsou (56,40, 35), (112,80, 70), (168,120, 105).]

V nasledujici tabulce jsou a, b, ¢ kladna cela cisla takova, ze hodnoty v sousednich
polickach se rovnaji. Najdéte tii nejmensi feSeni.

20a | 21b | 12¢

[Cisla ve vSech polickach se rovnaji. Cisla 20, 21 a 12 jsou soudélna, jejich rozklady na
souciny nesoudélnych délitelt jsou 20 =4 -5, 21 =3 -7 a 12 = 4 - 3. Obecné feSeni je tvaru
a=3-T-k,b=4-5-k,c=5-7-k, kde k je kladné celé ¢islo. Tti nejmensi feseni (a,b, c)
jsou (21,20, 35), (42,40,70) a (63,60,105).]

Pro kladna suda cisla a, b, ¢ plati, Ze souciny a - b a b - ¢ se rovnaji a soucin a - b - c
je dvojmistny a vétsi nez 75. Jaky muze byt soucet téchto tii ¢isel? Najdéte vSechny
moznosti.

[Cisla a, b, ¢ jsou sud4, tedy soucin a-b- ¢ je ndsobkem osmi a jeho mozné hodnoty jsou
80, 88 nebo 96. Protoze a-b =1b-c¢, je a = c. Hledané trojice (a, b, ¢) jsou (2,20, 2), (2,22,2),
(2,24,2) a (4,6,4), jejich soucty jsou 24, 26, 28 a 14.]

1



D1. Obdélnik je tfemi tseckami rozdélen na tii Ctverce a t¥i mensi obdélniky. Vsechny
dil¢i pravouhelniky maji délky vSech stran v cm vyjadreny celymi ¢isly. Obsah jed-
noho z malych obdélniki je 14 cm?. Jaky mize byt obsah daného obdélniku? Najdéte
vSechny moznosti.

[Typové riznéd déleni jsou naznadena na obrazcich nize. V obou piipadech jsou malé
obdélniky navzijem shodné. Obsah téchto obdélnikt v em? jea-b=14=1-14 = 2-7, tedy
mame ¢tyfi mozné dvojice a a b. Pro prvni typ déleni je obsah daného obdélniku 3a(a + b),
coz po dosazeni dava 45cm?, 630 cm?, 54 cm?, nebo 189 cm? Pro druhy typ déleni je obsah
daného obdélniku (2a 4 b)(a + b), coz po dosazeni dava 240cm?, 435cm?, 99cm?, nebo

144 cm? ]
a a a a a b
a a
b b
79-1-2

Utvar na obrdzku je vytvoren z péti shodnyjch azurovyjch kosoctvercii a jednoho Zlutého
pravidelného pétiuhelniku, ktery kosoctverce castecné prekryvd. Kosoctverce sousedi celymsi
stranami a na nich lezi vrcholy pétiuhelniku. Pomér velikosti poloméru kruZnice opsané
petivhelniku a strany kosoctverce je 4 : 7.

Rozhodnéte, zda neprekrytd cast kazZdého kosoctverce md vétsi, stejny, nebo mensi
obsah nez pétiuhelnik. (M. Domdnyovd)

NAVODNE A DOPLNUJici ULOHY

N1. Rovnostranny trojuhelnik ABC ma stranu délky 24 cm. Na strané BC' jsou body K a L
tak, ze |BK| = |KL| = |LC|. Na strané AC jsou body M a N tak, ze |AM| = |MN| =
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= |NC|. Uréete postupny pomér obsahii lichobéznikai ABK M, M K LN a trojihelniku
N LC'. Zkuste tlohu fesit i bez znalosti délky strany trojuhelniku ABC.

[Trojuhelnik ABC' lze pfickami rovnobéznymi se stranami rozdélit na devét trojuhelniki
shodnych s NLC (se stranami délky 8 cm). Lichobéznik ABK M je tvofen péti takovymi
trojuhelniky, lichobéznik M K LN tfemi. Poméry obsahid jsou Sapkxn : SMxLN @ SNLe =
=5:3: 1. (Velikost, ani rovnostrannost trojihelniku ABC neni podstatna.)]

C
N L

JAVAVAN

A B

N2. Dva shodné pravouhlé lichobézniky ABCD a FECG se ptrekryvaji v trojuhelniku
EBC. Obsah trojthelniku EBC tvoii 18 % obsahu lichobézniku ABC D. Uréete pomér
délek tsecek AB a CD.

D C G

A E B F

[Dopliime body H a I tak, aby AHCD a ABID byly obdélniky. Trojuhelniky FHC),
BHC a CIB jsou navzajem shodné, obsah kazdého z nich odpovida 9 % obsahu lichobézniku
ABCD. Obsah obdélniku AHCD, resp. ABID odpovida 91 %, resp. 109 % obsahu lichobé&z-
niku ABCD. Pomér délek tiseéek AB a CD je stejny jako pomér obsahti obdélniki ABID
a AHCD, tj. 109 : 91.]

C I
I B



N3.

D1.

Na stranach AB, BC', CD a DA kosoc¢tverce ABC' D jsou postupné dany body F, F,
G a H tak, ze plati |AE|: |[EB| = |CG|: |GD| =1:4a|BF|: |FC| = |DH|: |HA| =
= 3 : 2. Bod P je priisecikem primek EFG a HF'. Urcete pomér obsahtl ¢tyrihelniki
AFEPH a EBFP.

[Kosoctverec je stfedové soumérny podle priseéiku thlopficek a stejné jsou soumérné
dvojice bodt E a G, resp. ' a H. Tedy bod P je prusecikem thlopricek kosoctverce. Kazdy
ze Ctyfuhelnika AEPH a EBF P je thlopfickami rozdélen na dva trojuhelniky. VSechny ¢étyti
trojuhelniky maji spole¢ny vrchol P a stejné velikosti vysSek z tohoto vrcholu. Tedy jejich
obsahy jsou imérné strandm protilehlym vrcholu P a plati:

Sappu _ Sapp+Sanp _ |AE|+|AH| _ 14
Seprp  Spep+Sprp  |BE|+|BF| %+

Pomér obsahu ¢tyftuhelniki AEPH a EBFP je 3:7.]

~

Je dén lichobéznik ABCD se zékladnami |AB| = 12cm, |CD| = 4cm a vyskou 6 cm.
Na ramenech AD, BC lezi body E, F tak, ze lichobézniky ABFFE a EFCD maji
stejny obsah. Vypocitejte délku tsecky EF'.

[Prodlouzend ramena lichobézniku se protinaji v bodé G. Trojuhelniky DCG, EFG
a ABG jsou navzajem podobné. Koeficient podobnosti pro dvojici DCG a ABG je 3, koefi-
cient podobnosti pro dvojici DCG a EFG oznac¢ime k. Pro obsahy dil¢ich lichobéznikt plati

Sapre = (9—k*)-Spca, Seram = (k> —1)-Spcc.

7 rovnosti obsahti dostavame 9 — k? = k% — 1, odtud k% = 5, a tedy k = /5. Hledana
délka tsecky je |EF| = k|CD| = 4v/5 = 8,9 (cm). (Vyska lichob&zniku ABCD, ani velikosti
zdkladen nejsou podstatné; pti feseni byl pouzit pouze pomér |AB|: |CD| = 3.)]
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79-1-3
Na tabuli je napsano nekolik po sobé jdoucich prirozenych cisel pocinaje jednickou.
KaZzdé z téchto cisel ma bud azurovou, nebo Zlutou barvou. Soucet kazdych dvou riznoba-
revnych cisel je prvocislem, soucet kazZdych dvou stejnobarevnych cisel je sloZenym cislem.
Kolik nejvice c¢isel mize byt napsano na tabuli? (P. Bak)

NAVODNE A DoOPLNUJiCT ULOHY

N1. Seznamte se s metodou Eratosthenova sita a najdéte pomoci néj vSechna prvocisla
mensi nez 100.

[Popis algoritmu najdete v uéebnicich o délitelnosti nebo na internetu.” Vsechna prvo-
¢isla mensi nez 100 jsou 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37, 41, 43, 47, 53, 59, 61, 67, 71,
73, 79, 83, 89, 97.]

N2. Obarvéte ¢isla 1, 2 a 3 podle pravidel ze soutézni tlohy.

[Cisla 1 a 3 musi mit stejnou barvu, ¢islo 2 jinou.]

N3. Najdéte vsechny dvojice prirozenych cisel mensich nez 6, jejichz soucty jsou slozena
Cisla.

[Reseni odpovidaji s¢itanciim v nasledujicich vyrazech: 4 =1+3=2+4+26=1+5=
=24+4=3+3,8=34+5=4+44,9=4+5,10=5+5]

D1. Leonardo si vypisoval ¢leny Fibonacciho posloupnosti: Zacal dvéma jednickami, k nim
pripsal jejich soucet a v kazdém dalsim kroku doplnil soucet predchozich dvou cisel.
Nékolik prvnich ¢lent vypadalo takto: 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, ... Ukazte, Ze ¢islo na
9999. misté je slozené.

[V posloupnosti se stfidaji dvé licha a jedno sudé ¢islo (soucet dvou lichych ¢isel je sudé
¢islo, soucet sudého a lichého ¢isla je liché ¢islo). Kazdé tieti ¢islo je sudé a 9999 je nasobkem
tt1, tedy c¢islo na 9999. misté posloupnosti je sudé. Suda ¢isla vétsi nez 2 jsou slozend, a to je
také nase ¢islo. Cislo na 9999. misté je slozené.]

79-1-4

Prirozené cislo se nazyvd ctvereckové, pokud jeho zdpis obsahuje cislici nebo skupinu
po sobé jdoucich cislic, jez jsou zdpisem druhé mocniny kladného celého ¢isla. (Napft. ¢isla
257 a 725 jsou étvereckovd, cisla 275 a 572 nikoli.)

Urcete pocet vsech dvojmistnych ctvereckovych cisel. (M. Dillingerovd)

NAVODNE A DOPLNUJICI ULOHY

N1. Najdéte:
a) nejmensi trojmistné ¢tvereckové éislo;
b) stoprvni trojmistné ¢tvereckové ¢islo;
c) stotficaté trojmistné ctvereckové ¢islo.

[Vsechna ¢isla od 100 do 199 jsou ¢tvereckova, nésledujici je 201. Tedy a) prvni je 100;
b) stoprvni je 201. Dalsi je tfeba peclivé vypisovat; c) stotficaté je 248.]

? Viz napf. Wikipedii.



N2.

N3.

D1.

Kolik trojmistnych ¢tvereckovych ¢isel zacina ¢islici 7 a obsahuje ¢islici 57
[Cisla 5 a 7 nejsou druhymi mocninami. Zadné dvojmistné &islo, které je druhou moc-
ninou, nezacind 7 a jediné dvojmistné cislo, které je druhou mocninou a obsahuje 5, je 25.

Trojmistna cisla, kterd jsou druhou mocninou a zacinaji 7, jsou 729 a 784. Tato cisla vSak
neobsahuji 5. Vyhovujicich ¢isel je sedm: 725, 751, 715, 754, 745, 759, 795.]

Ptirozené cislo nazveme patrojkové, jestlize obsahuje ¢islici 3, ale neni délitelné tremi.
Najdéte deset nejmensich patrojkovych cisel.

[Jsou to &isla 13, 23, 31, 32, 34, 35, 37, 38, 43, 53]

Prirozené ¢islo nazveme supersloZenym, pokud jeho zapis obsahuje praveé dveé cislice,
z nichz kazda predstavuje jednomistné slozené ¢islo. (Napf. ¢islo 144 je superslozené,
¢islo 124 nikoli.) Kolik je trojmistnych superslozenych ¢isel?

[Jednomistna slozena ¢isla jsou Ctyfi: 4, 6, 8 a 9. Na dvou ze t¥i mist jsou tyto Cislice,
na zbylém misté je jina, ,neslozend“ cislice. Pro ,neslozenou” ¢islici na prvnim misté mame
5-4-4 = 80 moznosti (nemuze byt 0). Pro ,neslozenou® ¢islici na druhém nebo tfetim misté,
mame vzdy 4 -6 -4 = 96 moznosti. Trojmistnych superslozenych ¢isel je 80 + 96 + 96 = 272.]

79-1-5

V lyzarském oddile se pocet vsech déti sniZil o 10 %, pFitom pomér dévcat vici viem

détem wvzrostl z 50 % na 55 %.

O kolik procent se zménil pocet dévéat? (1. Jancigovad)

NAVODNE A DOPLNUJicI ULOHY

N1.

N2.

N3.

D1.

Janeckovi natrhali 30 kg tfesni. Z 30 % t¥esni vyrobili §tadvu, polovinu zbylych tifesni
zpracovali na marmelddu. Novy zbytek rozdélili na tii stejné dily, dva dily ususili
a jeden dil snédli. Kolik procent vSech tifesni Janeckovi ususili?

[Stavu vyrobili z % -30 = 9 kg, zbylo 21 kg. Marmel4ddu udélali z %-21 = 10,5 kg, stejné
mnozstvi zbylo. Na suSeni vy¢lenili % - 10,5 = 7 kg. Janeckovi ususili % = 23,3 % tfesni.
(Hmotnost natrhanych tfesni neni k dofeseni tlohy nutna.)]

Ve firmé pije 45 % zamdéstnanci c¢aj, ostatni piji kdavu. Kavu sladi o polovinu vic
zaméstnanci nez je téch, kteri ji nesladi. Kolik procent vSech zaméstnancti pije hotkou
kavu?

[Kévu pije 55 % zaméstnanci. Pomér téch, co kdvu sladi a nesladi, je 3 : 2. Pomér téch,

co kévu nesladi, a vSech piiznivct kavy je 2 : 5. Hotkou kavu pije 2 = 22 % zaméstnanci.]

.55
5100
V ucitelském sboru je p vyucujicich, z toho (100 — p) % tvofi Zeny a muzi je 36. Kolik
vyucujicich je ve sboru?

[Muzi tvofi p % zaméstnancti a je jich 36, tzn. p- 155 = 36. Odtud plyne p? = 3600, tedy
p = 60. Ve sboru je 60 vyucujicich.]
V pytliku byly rohliky, z nichz 80 % bylo s kminem, ostatni s mékem. Po snédeni dvou
rohlikii s kminem tvofil tento druh rohlika 75 % vSech. Kolik rohlikti bylo s makem?

[Pavodni pomér rohliki s kminem a s méakem byl 4 : 1, tedy pocet vSech rohlika byl
nasobkem 5. Postupnym zkouSenim vyplyne, ze vSech rohlikt bylo 10, téch s kminem 8 a téch
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s makem 2. (Ulohu lze zapsat pomoci neznamych takto: HLM = %, n f;Q_Q = %, kde k a m

znaci puvodni pocty rohliki s kminem a s méakem.)]

79-1-6

Kruznice k al se zunéjsku dotykaji a polomeér kruznice k je stejny jako prumeér kruznice
l. Bod S je stredem kruznice k, bod T je bodem dotyku kruznic, bod A leZi na kruznicil
mimo spojnici stredi kruznic a bod M je stredem tusecky AS.

Dokazte, ze ihel ATM je pravy. (L. Komin)

NAVODNE A DOPLNUJIcI ULOHY

N1. Piipomerite si a zformulujte Thaletovu vétu.
[Formulaci i se zdivodnénim najdete v ucebnicich nebo na internetu:’ Pokud je AB
prumér kruznice a C jakykoli jiny bod na téze kruznici, potom trojuhelnik ABC' je pravouhly
s pravym thlem u vrcholu C']

N2. V obecném trojahelniku ABC' znac¢i D a E paty vysek na strany BC' a AC'. Dokazte,
ze body A, B, D a E lezi na jedné kruznici.
[Trojuhelniky ABD a ABE jsou pravouhlé s pravymi thly u vrcholi D a E. Vrcholy
vSech pravouhlych trojahelnikt s pfeponou AB tvofi kruznici, tzv. Thaletovu kruznici nad
prumérem AB. (V pravouhlém trojihelniku ABC nékteré body splyvaji.)]

N3. Na kruznici k se stfedem S jsou dany navzajem ruzné body A, B, C, D tak, ze plati
S € AC a BS||AD. Dokazte, ze te¢na ke kruznici k£ s bodem dotyku B je rovnobézna

s pfimkou CD.
[Podle Thaletovy véty je uhel ADC pravy. Piimky BS a AD jsou rovnobézné, tedy

primky BS a CD jsou kolmé. Te¢na s bodem dotyku B je kolma na B.S, tedy je rovnobézna
s CD.]

? Viz napf. Wikipedii.



D1. KruZnice k a [ se protinaji v riaznych bodech A a B. Body C' a D jsou krajnimi body
pruméri kruznic k a [ prochazejicich spole¢nym bodem A. Dokazte, Zze body B, C
a D lezi na jedné ptimce.

[Muize se stat, ze néktery s bodu C, D splyva s bodem B. V takovém piipadé je vlastnost
splnéna trividlné. Obecné jsou body B, C' a D navzajem rtizné a podle Thaletovy véty jsou
thly ABC a ABD pravé. Tedy body C' a D lezi na kolmici k pfimce AB prochézejici bodem
B, tzn. body B, C' a D lezi na jedné pfimce.]




