74. ROCNIK MATEMATICKE OLYMPIADY (2024/2025)

Navodné a doplnujici tlohy pro kategorii A

V prvni ¢asti textu pod zadanim kazdé ze Sesti soutéznich dloh najdete zadani
navodnych a doplnujicich dloh. Tytéz tlohy i s Fesenimi (resp. odpovédmi
a nastiny FeSeni ¢i internetovymi odkazy na né) najdete ve druhé ¢asti textu.

1. Predpoklddejme, Ze pro redlnd ¢isla a, b maji vijrazy a®> +b a a + b? stejnou hodnotu.
Jaka nejmensi mize tato hodnota byt? (Patrik Bak)

NAVODNE A DOPLNUJicT ULOHY:

NI.

N2.
N3.
D1.

D2.

D3.
D4.

2. Martin k sobé priklddd hraci kostky (stejné velikosti i
rozmisténim cisel) tak, aby byly vyskldidané do tvaru -~
ctverce libovolné velikosti a aby vZdy na dvou priléhaji-
cich bocnich sténdch byla taz cisla. Kolik nejvice ruznijch
cisel se muze vyskytnout na hornich sténdch kostek?

Pro rtiznd redlnd ¢isla a, b maji vyrazy a® — b* a a — b stejnou hodnotu. Dokazte,
ze hodnota a + b je 1.

Jaké nejmensi hodnoty miize pro redlné &islo a nabyvat vyraz a? + 3a?

V oboru realnych &isel feste soustavu rovnic a®? +b=c, b®> +c=a, ¢ +a = b.
Piedpokladejme, ze pro redlna &isla ay, .. ., a, maji vyrazy a? + as,a3 + as, . . .,
2 | +an aa? + a; stejnou hodnotu. Jakd nejmensi miiZe tato hodnota byt?
Pro nenulova realnd ¢isla a, b, ¢ plati a®(b + ¢) = b*(c + a) = c*(a + b). Urcete
vSechny mozné hodnoty vyrazu (a + b+ ¢)%/(a? + b* + ¢?).

Pro redlnd éisla o a y plati 23 + ¢® < 2. Dokazte, ze pak rovnéz x +y < 2.
Necht a, b, ¢ jsou pfirozena ¢isla. Ukazte, Ze viechna tii ¢isla a? +b+c, b? +c+a,
c® 4+ a + b nemohou byt zaroven druhé mocniny celych ¢isel.

a

A

/v v

(Martin Pandk, Josef Tkadlec)

NAVODNE A DOPLNUJicT ULOHY:

NI.

N2.

D1.

V tlohach o skladani kostek predpokladame, ze na k sobé priléhajicich sténach
kostek jsou vzdy dvé stejna cisla.

Misto do ¢tverce skladdme kostky do fady. Kolik nejvice riznych ¢isel se mize
vyskytnout na hornich sténéch kostek?

Kostky skladdame do ¢tverce (tj. do kvadru tvaru n x n x 1). Muze se na dvou
sousednich bocnich sténédch ctverce (tj. na sousednich sténdch n x 1 slozeného
kvadru) objevit ¢islo 17

7 kostek jsme poskladali krychli 3 x 3 x 3. Urcete mozné hodnoty soucti vsech
54 viditelnych ¢isel za predpokladu, ze kazda kostka ma na protéjsich sténach
¢isla se souctem 7.
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D2.

D3.

Ctvercova tabulka 10 x 10 je vyplnéna pismeny A, B, C, D tak, Ze kazda
podtabulka 2 x 2 obsahuje kazdé ze ¢tyr pismen jednou. Dokazte, ze existuje
radek nebo sloupec, ktery obsahuje pravé dvé rizna pismena.

Urcete nejmensi mozné n, pro které lze dovnitt krychle 2020 x 2020 x 2020 umistit
n kvadria 2020 x 1 x 1 tak, aby kazdy kvadr mél stény rovnobézné se sténami
krychle, zadné dva kvadry se neprotinaly (dotykat se mohou) a aby se kazda
ze ¢tyT obdélnikovych stén kazdého kvadru dotykala bud jiné obdélnikové stény
jiného kvadru nebo nékteré stény celé krychle.

3. Na tabuli jsou napsina navzdjem ruznd prirozend cisla se souctem 2024. KaZdé z nich
krome nejmensiho je ndsobkem souctu vsech mensich napsanych cisel. Kolik nejvice
cisel muze na tabuli byt? (Patrik Bak)

NAVODNE A DOPLNUJicI ULOHY:

NI.

N2.

D1.

D2.

D3.

D4.

Najdéte vsechny dvojice riznych prirozenych ¢isel, v nichz vétsi cislo je nasobkem
toho mensiho a jejich soucet je 74.

Jakou nejvétsi délku muze mit rostouci posloupnost kladnych celych ¢isel, ve
které je kazdy ¢len nasobkem predchoziho a posledni ¢len je roven 10007
Najdéte vSsechna prirozena cisla n, pro ktera plati rovnost

n+d(n)+d(d(n)) +...= 2021,

kde d(0) = d(1) = 0 a pro k > 1 je d(k) superdélitel ¢isla &k (tj. jeho nejvétsi
délitel d s vlastnosti d < k).

O lichém prvocisle p Tekneme, ze je specidlni, pokud soucet vSech prvocisel
mensich nez p je nasobkem p. Existuji dvé po sobé jdouci prvocisla, kterd jsou
specialni?

Najdéte vSechna celd ¢isla n = 3 s nésledujici vlastnosti: pokud sefadime
délitele ¢isla n! vzestupné jako 1 = dy < dy < ... < dp = n!, potom plati
dy—dy Sd3—dy = ... S djy — dj—1.

Urcete vSechna slozena cisla n > 1 s nasledujici vlastnosti: pokud seradime
délitele ¢isla n vzestupné jako 1 = d; < dy < ... < dy = n, potom d; je délitelem
souctu di+1 + di+2 pro kazdé 1 § 1 é k— 2.
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4. Pro trojuhelnik ABC' plati

c

AB| = 13, |BC| = 14, |CA| =

= 15. Jeho posunutim o vektor délky 1 vznikne trojihelnik
A'B'C". Urcete nejmensi mozny obsah priniku trojuhelniki

ABC a A’B'C". (Tomas Bérta) A

NAVODNE A DOPLNUJiCT ULOHY:

N1.

N2.
D1.
D2.

D3.

D4.

D5.

D6.

Uvnitf trojihelniku ABC na jeho stfedni pricce rovnobézné se stranou BC' je dan
bod P. Rovnobézky se stranami AB, AC' vedené bodem P protnou stranu BC
postupné v bodech @), R. Dokazte, ze obsah trojihelniku PQR je roven ¢tvrtiné
obsahu trojuhelniku ABC'.

Spoctéte obsah trojuhelniku se stranami délek a =5, b=6, c = 7.

Urcete nejuétsi mozny obsah pruniku trojihelnika ABC a A'B'C’.

Pro dana kladn4 ¢isla a a d plati d < a < 4d. Posunutim ¢tverce ABC'D o strané
délky a o libovolny vektor délky d vznikne ¢tverec A’B’C’'D’. Urcete nejmensi
mozny a také nejveétsi mozny obsah pruniku ¢tverecu ABCD a A'B'C'D’.

V pravouhlém trojihelniku ABC' oznac¢me CCy vysku k preponé AB a dale
oznaCme 1, ri, ro postupné poloméry kruznic vepsanych trojuhelnikim ABC),
ACCy, BCCy. Dokazte, ze 13 + 13 = r?.

C

T

A Co B

V pravouhlém trojihelniku s vepsanou kruznici o poloméru r méa vyska k preponé
velikost v. Dokazte nerovnosti

04< <05
v

Je dan lichobéznik ABCD se zakladnami AB a C'D. Oznac¢me ki a ko kruznice
s pruméry BC a AD. Dale ozna¢me P prusecik primek BC' a AD. Dokazte,
ze tecny z bodu P ke kruznici ki sviraji stejny thel jako teény z bodu P ke
kruznici k.

Dokazte, ze pro libovolny trojuhelnik 7" o obsahu 1 existuje primka p, pro kterou
ma prunik trojihelniku T a jeho obrazu v osové soumérnosti podle primky p

obsah vétsi nez %.
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5. Saba se snaZi z prizemi nekonecné vysokého mrakodrapu dostat do n-tého patra pomoci
zvldstniho vytahu. Ve wvytahu jsou tlacitka 0,1,2,... Po pronim stisknuti tlacitka
pojede vytah nahoru a po kaZdém dalsim jede vidy opacnym smeérem, neZ posledné,
pricem? po stisknuti tlacitka k popojede vidy o 2F pater. Navic kazdé dalsi stisknuté
tlacitko musi mit mensi cislo neZ to predeslé. Dokazte, Ze Saba se do kazZdého patra
n 2 1 miZe dostat praveé dvéma riznymi postupy. (Morteza Saghafian)

NAVODNE A DOPLNUJici ULOHY:

N1. Kam (a kolika postupy) se Saba mize dostat, pokud ve vytahu budou jen tlacitka
0,1, 27

N2. Dokazte, ze pokud vytah neméni smér (tedy jezdi pouze nahoru), muze se Saba
do kazdého patra n = 1 dostat pravé jednim postupem.

N3. Dokazte, ze (kladny) rozdil dvou riznych mocnin dvojky lze vyjadrit jako soucet
nékolika po sobé jdoucich mocnin dvojky (jedné nebo vice).

D1. Mame rovnoramenné vahy a 4 zavazi, kterd muizeme poklddat na misky vah.
a) Najdéte priklad sady 4 zévazi, pomoci které miuzeme odmérit kazdou celo-
¢iselnou vahu od 1 po 15, pokud méame dovoleno pokladat zavazi jen na levou
misku vah. b) Najdéte priklad sady 4 zavazi, pomoci které mizeme odmérit kaz-
dou celociselnou vahu od 1 po 40, pokud mame dovoleno poklddat zavazi na obé
misky vah.

D2. Dokazte, ze kazdé prirozené cislo n lze vyjadrit praveé jednim zptisobem jako

n=c -1'+c-2l4c3-34+...+c- k!,

kde k=21a0=¢ <iprokazdéie {1,2,... k}, pritom ¢, # 0.
D3. Je dano celé ¢islo z < —1. Dokazte, Ze jakékoli nenulové celé ¢islo n ma vyjadreni

k-1

n:ckzk—l—ck_lz +...+c12+ ¢,

kde k =2 0 a cg,ck_1,-..,c1,co jsou celd ¢isla z mnoziny {0,1,...,|z|—1}. Ukazte
rovnéz, ze za podminky c; # 0 je takové vyjadieni daného n jediné. (V pripadé
z = —2 se jedna o vyjadreni ¢isla n v ,,minusdvojkové® soustaveé. Pozi¢ni soustavy
se zapornymi zaklady nasly prakticka uplatnéni i z duvodu, ze i zdporna ¢isla jsou
v nich zapisovana bez znaménka, naptiklad —7 = (1001)_5. Viz také Wikipedia.)

D4. Fibonacciho ¢isla F), jsou definovana jako Fy = Fh, =1 a F,, = F,_1 + F,,_o pro
kazdé n = 3. Dokazte, Ze kazdé prirozené ¢islo lze vyjadiit jako soucet jednoho
nebo vice navzajem riznych Fibonacciho ¢isel tak, ze tento soucet neobsahuje
zadna dvé po sobé jdouci Fibonacciho cisla. Dale dokazte, ze bez pouziti F je
dokonce toto vyjadreni jednoznacné.

D5. Beruska Blanka sedi v roviné s kartézskou soustavou soutadnic a zacne skakat
rovnobézné se souradnicovymi osami tak, ze v n-té minuté pro kazdé prirozené
¢islo n skoci pravé jednou, a to v nékterém ze Ctyr moznych smért s délkou skoku
rovnou Fibonaccimu ¢&islu F,, (definovaném v D4). Predpoklddejme, Ze prvni dva
Blanciny skoky byly navzajem kolmé. Dokazte, ze se Blanka uz nikdy nemiize
vratit tam, odkud zacala skakat.


https://en.wikipedia.org/wiki/Negative_base
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6. Oznacme Iu, I, Ic po Tadé stredy kruznic pripsanych strandm BC, CA, AB
trojuhelniku ABC. Pruseciky vysek trojihelniki I14BC, AlgC, ABIc oznacme po
radé X, Y, Z. Dokazte, Ze trojuhelniky ABC a XY Z jsou shodné. (Michal Janik)

NAVODNE A DOPLNUJICT ULOHY:

N1. Dokazte, ze v trojihelniku ABC' je osa vnéjsiho tthlu u vrcholu A kolméa k ose
vnitiniho thlu u vrcholu A.

N2. Dokazte, ze trojuhelnik tvoreny strednimi prickami daného trojihelniku je mu
podobny.

N3. Uvnitt Sestithelniku ABCDFEF lezi bod P tak, ze ¢tyirihelniky ABCP, CDEP
a FF AP jsou rovnobézniky. Dokazte, ze trojuhelniky ACE a DF B jsou shodné.
V dopliujicich tlohach pouzivame znaceni ze zadani soutézni tlohy.

D1. Dokazte, ze tisecka [41 je primérem kruznice opsané trojuhelniku 74, BC'.

D2. V trojihelniku ABC ozna¢me H prusecik vysek, M stied strany BC' a H' obraz
bodu H ve stfedové soumérnosti podle bodu M. Dokazte, ze tsecka AH' je
primérem kruznice opsané trojihelniku ABC.

D3. Ozna¢me Sag, Spc, Sca stredy stran AB, BC, C' A trojuhelniku ABC'. Dokazte,
ze se primky AX, BY a C'Z protinaji v jednom bodé, a to ve stfedu kruznice
vepsané prickovému trojuhelniku SpcScaSap trojihelniku ABC.

D4. a) Dokazte, ze stied I kruznice vepsané trojiuhelniku ABC' je soucasné prisecikem
vysek trojuhelniku I41plc. b) Dokazte, ze kruznice opsand trojihelniku ABC
je soucasné Feuerbachovou kruznici* trojuhelniku I4/glc. ¢) Dokazte, ze stiedy
obloukia ABC', BCA, CAB kruznice opsané trojihelniku ABC' jsou soucasné
sttedy stran trojuhelniku I4Iglc.

D5. V trojahelniku ABC splijicim |AB| < |AC| ozna¢me M stfed strany BC, N
stfed oblouku BAC' kruznice opsané a [ stfed kruznice vepsané. Dokazte, ze
|<IMB| = |<INA|.

Na nasledujicich stranach najdete stejné navodné a doplnujici dlohy jesté
jednou, zato doplnéné o vysledky s nastiny reSeni Ci o internetové odkazy na
né.

* Feuerbachova kruznice daného trojihelniku je kruznice prochézejici mj. sttedy jeho stran a patami jeho
vysek. Viz S. Hordk: Kruznice, SMM sv. 16, str. 78-80.

5


https://www.dml.cz/bitstream/handle/10338.dmlcz/403595/SkolaMladychMatematiku_016-1966-1_6.pdf#page=15

74. ROCNIK MO (2024/2025) NAVODNE ULOHY DOMACIHO KOLA KATEGORIE A

1. Predpoklddejme, Ze pro redlnd ¢isla a, b maji vyrazy a®> +b a a + b* stejnou hodnotu.
Jaka nejmensi mize tato hodnota byt? (Patrik Bak)

NAVODNE A DOPLNUJicT ULOHY:

NI.

N2.

N3.

D1.

D2.
D3.

D4.

2. Martin k sobé priklddd hraci kostky (stejné wvelikosti i
rozmistenim cisel) tak, aby byly vysklidané do tvaru -~
ctverce libovolné velikosti a aby vZdy na dvou priléhaji-
cich bocnich sténdch byla taz cisla. Kolik nejvice ruznijch
cisel se muze vyskytnout na hornich stendch kostek?

Pro riiznd realné ¢isla a, b maji vyrazy a? — b? a a — b stejnou hodnotu. Dokazte,
7e hodnota a+0b je 1. [Ze zaddn{ a® — b? = a — b, po vydéleni nenulovym vyrazem
a — b dostavame a + b = 1.]

Jaké nejmensi hodnoty miiZe pro realné ¢islo a nabyvat vyraz a?+3a? [Upravime

a2+3a:(a+%)2—%z—§,

nejmensi hodnota je tedy —%, kterou vyraz nabyva pro a = —%]
V oboru realnych ¢isel feste soustavu rovnic a? +b=rc¢, b> +c=a, ¢ +a = b.
[Po se¢teni rovnic dostaneme a? + b2 + ¢ = 0, tedy a = b = ¢ = 0. Zkouskou,
kterd je zde nutna, se snadno presvédcime, ze a = b = ¢ = 0 je skutecné i fesenim
puvodni soustavy.|

Piedpoklddejme, Ze pro redlna &isla ay, ..., a, maji vyrazy a3 + as,a3 + as, . . .,
aZ_, + a, a a? + a; stejnou hodnotu. Jaka nejmens{ mize tato hodnota byt?
[Reseni této tilohy najdete v komentéiich, které budou zvefejnény na strankdch
MO po terminu odevzdani tloh doméciho kola.]

Pro nenulova realnd ¢isla a, b, ¢ plati a®(b + ¢) = b*(c + a) = c*(a + b). Urcete
viechny mozné hodnoty vyrazu (a + b+ ¢)?/(a® + b* + ¢%). [B-73-S-3]

Pro realnd ¢isla z a y plati 23 + 3> < 2. Dokazte, ze pak rovnéz  +y < 2.
[B-57-1-3]

Necht a, b, ¢ jsou pfirozena ¢isla. Ukazte, Ze viechna tii ¢isla a? +b+c, b? +c+a,
¢ + a + b nemohou byt zéroveri druhé mocniny celych éisel. [APMO-2011-P1]

V\ /V

/v v

(Martin Pandk, Josef Tkadlec)

NAVODNE A DOPLNUJicI ULOHY:

NI.

N2.

V tlohéach o skladani kostek predpokladame, Ze na k sobé priléhajicich sténéach
kostek jsou vzdy dvé stejna cisla.

Misto do c¢tverce skladame kostky do rady. Kolik nejvice riznych ¢isel se muize
vyskytnout na hornich sténdch kostek? [Nejvyse 4. V fadé kostek se na priléhaji-
cich sténach stridaji jen dvé cisla, zadné z nich proto nemtize byt na horni sténé.
Zbyla ¢tyti ¢isla na hornich sténach byt mohou.]

Kostky skldddme do ¢tverce (tj. do kvadru tvaru n x n x 1). Muze se na dvou
sousednich bocnich sténédch Ctverce (tj. na sousednich sténdch n x 1 sloZeného
kvadru) objevit ¢islo 17 [Nemuze. V fadé kostek se na priléhajicich sténach stiidaji
jen dveé cisla, takze vSechny kostky v radé, ktera ma ¢islo 1 na bocni sténé, budou

6


https://www.matematickaolympiada.cz/mo-pro-ss/rocnik/74-rocnik
https://www.matematickaolympiada.cz/mo-pro-ss/rocnik/74-rocnik
https://www.matematickaolympiada.cz/media/3615402/b73ii.pdf#page=7
https://www.matematickaolympiada.cz/media/3471788/b57i.pdf#page=3
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D1.

D2.

D3.

mit ¢islo 1 pouze na sténach s ni rovnobéznych. Pokud by také nékde na sousedni
bocni sténé bylo ¢islo 1, musela by je néjaka kostka mit na dvou svych sténéch,
coz je vylouceno.]

7 kostek jsme poskladali krychli 3 x 3 x 3. Urcete mozné hodnoty souctii vSech
54 viditelnych cisel za predpokladu, ze kazda kostka ma na protéjsich sténach
¢isla se souctem 7. [Soucet je vzdy roven 27 -7 = 189. Jelikoz jsou v kazdé fadé
t1i kostky za sebou, viditelna cisla na jejich koncich maji stejné jako na jedné
kostce soucet 7. Téchto dvojic je 27, proto je odpovéd 27 - 7 = 189. (Krychli
skutecné poskladat lze.)]

Ctvercova tabulka 10 x 10 je vyplnéna pismeny A, B, C, D tak, ze kazda
podtabulka 2x 2 obsahuje kazdé ze ¢tyt pismen jednou. Dokazte, ze existuje radek
nebo sloupec, ktery obsahuje pravé dvé rizna pismena. [Ukazte, Ze pokud jsou
v nékterém radku aspon tii rizna pismena, pak v ném nékde tii rizna lezi vedle
sebe, feknéme v poradi ... ABC' ...V radku pod i nad nimi musi byt tfi pismena
...CDA ... Zopakovanim tohoto argumentu potom vyjde, ze v uvedenych trech
sloupcich (a dokonce ve vsech sloupcich) musi byt jen dvé riznd pismena.]

Urcete nejmensi mozné n, pro které lze dovnitt krychle 2020 x 2020 x 2020 umistit
n kvadria 2020 x 1 x 1 tak, aby kazdy kvadr mél stény rovnobézné se sténami
krychle, zddné dva kvadry se neprotinaly (dotykat se mohou) a aby se kazda
ze ¢tyT obdélnikovych stén kazdého kvadru dotykala bud jiné obdélnikové stény
jiného kvadru nebo nékteré stény celé krychle. [USAMO-2020-P2]

3. Na tabuli jsou napsdana navzdajem ruznd prirozend cisla se souctem 2024. Kazdé z nich
krome nejmensiho je ndsobkem souctu vsech mensich napsanych cisel. Kolik nejvice
¢isel mize na tabuli byjt? (Patrik Bak)

NAVODNE A DOPLNUJiCT ULOHY:

NI.

N2.

D1.

Najdéte vSechny dvojice riznych prirozenych ¢isel, v nichz vétsi ¢islo je nasobkem
toho mensiho a jejich soucet je 74. [Vyhovuji dvojice (1,73) a (2,72). Oznacime-li
hledana ¢isla a a k - a, kde k = 2 je celé, pak 74 = a + ka = a(k + 1), pficemz
k+1 = 3, takze k + 1 je délitelem cisla 74 = 2 - 37 vétsSim nez 3, tedy je to bud
37 nebo 74.]

Jakou nejvétsi délku mize mit rostouci posloupnost kladnych celych ¢isel, ve které
je kazdy ¢len ndsobkem piedchoziho a posledni ¢len je roven 10007 [7. Kazdy dalsi
¢len musi mit v rozkladu na prvocinitele aspon jednoho prvocinitele navic oproti
predchozimu ¢lenu. Jelikoz ¢islo 1000 = 103 = 23-53 m4 6 prvocinitelil, mize byt
celkem clent az 7 (prvni ¢len totiz muze byt 1).]

Najdéte vsechna prirozena cisla n, pro ktera plati rovnost
n+d(n)+d(d(n)) +...= 2021,

kde d(0) = d(1) = 0 a pro k > 1 je d(k) superdélitel cisla k (tj. jeho nejvetsi
deélitel d s vlastnosti d < k). [MO-70-A-111-4]
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D2. O lichém prvocisle p fekneme, zZe je specidlni, pokud soucet vsech prvocisel
mensich nez p je nasobkem p. Existuji dvé po sobé jdouci prvocisla, kterd jsou
specidlni? [MO-73-A-1-4]

D3. Najdéte vSechna celd Cisla n = 3 s nésledujici vlastnosti: pokud sefadime
délitele cisla n! vzestupné jako 1 = dy < dy < ... < di = n!l, potom plati
do—dy Sds—do = ... Sdy — dg—1. [USAMO-2024-P1]

D4. Urcete vsSechna slozena ¢isla n > 1 s nésledujici vlastnosti: pokud sefadime
délitele cisla n vzestupneé jako 1 = dy < dy < ... < dy = n, potom d; je délitelem
souctu d; 1 + diyo pro kazdé 1 < i < k — 2. [IMO-2023-P1]

c ¢
4. Pro trojihelnik ABC plati |AB| = 13, |BC| = 14, |CA| =
= 15. Jeho posunutim o wvektor délky 1 vznikne trojuhelnik

A'B'C". Urcete nejmensi mozny obsah priniku trojihelniki
ABC a A’B'C’. (Tomas Bérta)

A’ B’

A B

NAVODNE A DOPLNUJici ULOHY:

N1. Uvnitf trojihelniku ABC na jeho stfedni pticce rovnobézné se stranou BC' je dan
bod P. Rovnobézky se stranami AB, AC vedené bodem P protnou stranu BC
postupné v bodech @), R. Dokazte, ze obsah trojuhelniku PQR je roven ¢tvrtiné
obsahu trojihelniku ABC. [Trojihelniky PQR a ABC mayji rovnobézné strany,
takze jsou podobné. Vyska ke strané QR ma polovicni délku nezli vyska ke
strané BC', takze koeficient podobnosti je 1/2. Obsah trojihelniku PQR je proto
roven (1/2)% = 1/4 obsahu trojthelniku ABC']

N2. Spoctéte obsah trojtihelniku se stranami délek a = 5, b = 6, ¢ = 7. [6V/6 =
= 14,7. Stad{ dosadit do Heronova vzorce* Sapc = /s(s — a)(s — b)(s — ¢), kde
s = 2(a+ b+ c) je polovina obvodu. Vyjde s =9 a Sapc =Vv9-4-3-2= 61/6.
Piipadné lze postupovat také nasledovné: Z kosinové véty ¢ = a? + b? — 2abcos y
plyne cosy = (a? 4+ b — ¢?)/(2ab) = 1/5, takze siny = /1 — cos2y = 2v/6/5
a Sapc = %ab siny = 6v/6. (Zminény Heronuv vzorec lze odvodit podobné jako
v uvedeném vypoctu pomoci tprav S? = La?b?(1 — cos® ) = 1a?b*(1 + cos) -
(1= cos7) = 35 ((a+b)2 — 2)(c2 — (a—b)2).)]

D1. Urcete nejuétsi mozny obsah pruniku trojihelniki ABC a A’B’'C’. [Vyjde 84 -
- (14/15)% = 5488/75 = 73,17. Ukazte, Ze maximum nastane, pokud bude
vektor posunuti rovnobézny s nékterou ze stran trojihelnikt. Prislusny koeficient
podobnosti pak bude 12/13, 13/14 nebo 14/15, pricemz maximum dava prave
posledni z nich.]

D2. Pro dand kladn4 ¢isla a a d plati d < a < 4d. Posunutim ¢étverce ABC' D o strané
délky a o libovolny vektor délky d vznikne ¢tverec A’B'C’'D’. Urcete nejmensi
mozny a také nejvétsi mozny obsah pruniku étverecui ABCD a A'B'C'D'.
[Minimum je a(a — d), maximum je (@ — d/v/2)%. Primikem je totiz obdélnik
o obsahu S = (a — z)(a — y), kde nezdporna ¢isla x, y jsou délky kolmych
pruméti vektoru posunuti na primky AB, AD. Pro soutet s = x + y ziejmé

* O tomto proslulém vzorci se vice doctete v élanku J. BlaZek: Ctyii ditkazy Heronova vzorce.
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D3.

D4.

D5.

D6.

plati s > d a také s < dv/2, nebot 22 4+ 32 = d? a (z + y)? < 2(z? + 2.
Uzitim rovnosti zy = 1(z 4+ y)? — 1(2% + y?) = 1s® — 1d* zapiSeme obsah S
jako funkei souctu s: S(s) = a® — (z + y)a + zy = 15> —as + a®> — 1d?. To je
kvadraticka funkce s minimem v bodé L—lla, ktery lezi diky predpokladu a < 4d
nalevo od intervalu (d, dv/2) se véemi moznymi hodnotami s. Zbyvé vyuzit toho,
7e na tomto intervalu je uvazovand funkce rostouc a ze hodnoty s = d a s = dv/2

jsou dosazitelné.|
V pravouhlém trojihelniku ABC' oznac¢me CCy vysku k preponé AB a dale
ozna¢me r, ri, ro postupné poloméry kruznic vepsanych trojihelnikim ABC),

ACCy, BCCy. Dokazte, 7e i + 13 = r?.

C

)

A Ch B

[Trojtuhelniky ABC, ACCy a C'BCy jsou navzajem podobné, takZe existuje realné
¢islo x takové, ze r = x - |AB|, 1 = x - |AC|, ry = x - | BC/|. Dokazovana rovnost
je tudfZ x2-ndsobkem rovnosti z Pythagorovy véty pro AABC]

V pravouhlém trojihelniku s vepsanou kruznici o poloméru r ma vyska k preponé
velikost v. Dokazte nerovnosti

04< <05
v

[S. Hordk: Nerovnosti v trojihelniku, SMM sv. 57, priklad 25, str. 50-52.]

Je dan lichobéznik ABCD se zakladnami AB a CD. Oznac¢me ki a ko kruznice
s pruméry BC a AD. Déle ozna¢me P prisecik piimek BC a AD. Dokazte,
ze tecny z bodu P ke kruznici ki sviraji stejny thel jako teény z bodu P ke
kruznici ko. [MO-71-A-1 2]

Dokazte, ze pro libovolny trojuhelnik 7' o obsahu 1 existuje ptimka p, pro
kterou ma prianik trojuhelniku 7" a jeho obrazu v osové soumérnosti podle
primky p obsah vétsi nez %. [Z trojihelnikové nerovnosti 1ze odvodit, Ze v kazdém
trojuhelniku existuji dvé strany, pro jejichz délky a, b plati 1 =< a/b < %(1 +/5).
Pokud za p zvolime osu tthlu mezi témito stranami, vyjde prinik o obsahu alespon
3 — Vb = 0,764, viz také USAMO 1996 P3. Komplikovanéjsim zptisobem lze
dokazat, ze vhodnou volbou piimky p lze zajistit prinik o obsahu dokonce alespon
2v/2 — 2 = 0,828, tuto konstantu navic nelze zlepsit, viz Wikipedia.]
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5. Saba se snaZi z prizemi nekonecné vysokého mrakodrapu dostat do n-tého patra pomoci
zvldstniho vytahu. Ve wvytahu jsou tlacitka 0,1,2,... Po pronim stisknuti tlacitka
pojede vytah nahoru a po kaZdém dalsim jede vidy opacnym smeérem, neZ posledné,
pricem? po stisknuti tlacitka k popojede vidy o 2F pater. Navic kazdé dalsi stisknuté
tlacitko musi mit mensi cislo neZ to predeslé. Dokazte, Ze Saba se do kazZdého patra
n 2 1 miZe dostat praveé dvéma riznymi postupy. (Morteza Saghafian)

NAVODNE A DOPLNUJici ULOHY:

N1. Kam (a kolika postupy) se Saba mize dostat, pokud ve vytahu budou jen tla¢itka
0, 1, 2?7 [Pokud prvné stiskne tlacitko 2, miZe se dostat do pater 4 = 22
3=22-202=2922_21 3=22_21 490 Jinak se miize dostat do pater 2 = 2!,
1=2'—-29a1=2% Celkové se do patra 4 miize dostat jednim postupem a do
pater 1, 2 a 3 dvéma postupy.]

N2. Dokazte, ze pokud vytah neméni smér (tedy jezdi pouze nahoru), muze se Saba do
kazdého patra n = 1 dostat pravé jednim postupem. [Mame dokézat, ze kazdé
n 2 1 lze vyjadrit pravé jednim zpusobem jako soucet ruznych celociselnych
mocnin dvojky. Toto tvrzeni je znamé jako jednoznacnost zapisu ve dvojkové
soustavé. Nacrtneme dikaz matematickou indukei: Staci dokéazat, ze pro kazdé
k 2 1 ma 2! podmnozin mnoziny {29, 2%, ..., 2%} navzajem riizné soucty prvki,
a to ¢isla od 0 po 281 — 1. Pro k = 1 tvrzeni plati. Pfedpokladejme, Ze tvrzeni
plati pro k — 1. Podmnoziny, které neobsahuji prvek 2¥, maji podle predpokladu
soucty 0, ..., 2% — 1. Podmnoziny, které prvek 2* obsahuji, maji souc¢ty o 2% vétsi,
tedy 2% +0,...,28 +2F — 1 =2F1 1]

N3. Dokazte, Ze (kladny) rozdil dvou rtiznych mocnin dvojky lze vyjadrit jako soucet
nékolika po sobé jdoucich mocnin dvojky (jedné nebo vice). [Pro kazda dvé
piirozend ¢isla a > b plati 2¢ — 20 = 20 4 2b+1 4 201 jak snadno ovéiime
piictenim 2° k obéma strandm a opakovanym vyuzitim vztahu 27 + 2% = 2"+1 ]

D1. Mame rovnoramenné vahy a 4 zavazi, kterda mizeme poklddat na misky vah.
a) Najdéte priklad sady 4 zavazi, pomoci které muzeme odmérit kazdou celoci-
selnou vahu od 1 po 15, pokud mame dovoleno pokladat zavazi jen na levou misku
vah. b) Najdéte priklad sady 4 zavazi, pomoci které muzeme odmérit kazdou ce-
lociselnou vahu od 1 po 40, pokud mame dovoleno pokladat zavazi na obé misky
vah. [a) Jedna takovd sada je {1,2,4,8}. b) Jedna takova sada je {1,3,9,27}. |

D2. Dokazte, ze kazdé prirozené Cislo n lze vyjadrit pravé jednim zpusobem jako

n=c -+c-24+c3-34+...+c -k,

kde k2 1a0 = ¢ Siprokazdéi € {1,2,...,k}, pritom ¢ # 0. [Jde o vyjadreni
¢isla n v tzv. faktoridlové soustavé (viz Wikipedia). Nejprve dokazeme pro kazdé
pfirozené m pomocnou rovnost 1-114+2-21+---+m-m! = (m+1)! -1 — staci bud
vsouctu (2—1)-114+(3—1)-2!+- - -+((m+1)—1)-m! roznasobit zavorky a vysledek
zjednodusit, nebo uzit matematickou indukci. Tu ale hlavné vyuzijeme k ditkazu
tvrzeni ze zadani vlastni ilohy D2: Pro n = 1 tvrzeni zifejmé plati; plati-li pro
vSechna n’ mensi nez dané ¢islo n > 1, najdeme k nému nejprve jednoznacné
urcend prirozend ¢isla k a ¢, kde ¢ < k, takovd, Ze c- k! < n < (c+ 1) - k.
Z pomocné rovnosti pro m = k plyne, zZe nalezené k je pravé to, které musi
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D3.

byt v kazdém vyjadreni n ze zadani D2 a Ze navic v ném musi platit ¢z = ¢;
z indukéniho predpokladu pro n’ = n — ¢ - k! < n pak dostdvame i jednoznacné
urcené koeficienty ¢; s indexy i < k, nebot n’ < k! (nékolik poslednich z téchto
koeficienti mohou byt nuly, v pfipadé n’ = 0 to jsou dokonce samé nuly).]

Je dano celé ¢islo z < —1. Dokazte, ze jakékoli nenulové celé ¢islo n ma vyjadreni

n = ckzk + ck,lzkfl

+ ...+ 12+ ¢,

kde k = 0 a ¢, ck—1,...,c1,co jsou celd ¢isla z mnoziny {0,1,...,|z| —1}. Ukazte
rovnéz, ze za podminky ¢ # 0 je takové vyjadieni daného n jediné. (V pripadé
z = —2 se jedna o vyjadreni ¢isla n v ,minusdvojkové® soustaveé. Pozi¢ni soustavy
se zapornymi zaklady nasly prakticka uplatnéni i z divodu, zZe i zaporna ¢isla jsou
v nich zapisovana bez znaménka, napiiklad —7 = (1001)_5. Viz také Wikipedia.)

[Vyuzijte toho, Ze ¢isla g, ¢1, ¢, . .. lze postupné urcit kongruencemi
n — co n—cy—C2
co=n (mod |z]), = (mod |2]), ¢ = Tl (mod |z]),...]

D4.

D5.

Fibonacciho cisla F;, jsou definovana jako Iy = F, =1a F,, = F,,_1 + F,,_5 pro
kazdé n = 3. Dokazte, ze kazdé prirozené ¢islo lze vyjadrit jako soucet jednoho
nebo vice navzajem ruznych Fibonacciho ¢isel tak, ze tento soucet neobsahuje
zadna dvé po sobé jdouci Fibonacciho cisla. Dale dokazte, ze bez pouziti F} je
dokonce toto vyjadreni jednoznac¢né. [Zeckendorfova véta (Wikipedia)

Beruska Blanka sedi v roviné s kartézskou soustavou soutadnic a zacne skakat
rovnobézné se souradnicovymi osami tak, ze v n-té minuté pro kazdé prirozené
¢islo n skoCi pravé jednou, a to v nékterém ze Ctyr moznych sméra s délkou skoku
rovnou Fibonaccimu ¢islu F;, (definovaném v D4). Predpokladejme, ze prvni dva
Blanc¢iny skoky byly navzajem kolmé. Dokazte, ze se Blanka uz nikdy nemtze
vratit tam, odkud zacala skakat. [[CMC-6.1-P3]

6. Oznacme I, Ig, Ic po radé stredy kruznic pripsanych strandm BC, CA, AB
trojuhelniku ABC'. Pruseciky vysek trojuhelnikiu IaBC, AlgC, ABIc oznacme po
rade X, Y, Z. Dokazte, Ze trojuhelniky ABC a XY Z jsou shodné. (Michal Janik)

NAVODNE A DOPLNUJicI ULOHY:

NI.

N2.

Dokazte, ze v trojuhelniku ABC' je osa vnéjsiho tthlu u vrcholu A kolma k ose
vnitiniho thlu u vrcholu A. [Soucet velikosti vnitiniho a vnéjsiho thlu u jednoho
vrcholu trojihelniku je 180°. Soucet jejich polovin je proto 90°.]

Dokazte, ze trojiuhelnik tvoreny stfednimi prickami daného trojihelniku je mu
podobny. [Jelikoz stfedni pficka trojihelniku je rovnobézné se zékladnou a ma
oproti ni poloviéni délku, je podle véty sss prickovy trojuhelnik podobny ce-
lému trojihelniku s koeficientem podobnosti 1/2. Jiny postup: Z vlastnosti téznic
plyne, ze prickovy trojihelnik je obrazem puvodniho trojuhelniku ve stejnoleh-
losti s koeficientem —1/2.]
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N3. Uvnitr sestithelniku ABC' DEF lezi bod P tak, ze ¢tyiruhelniky ABCP, CDEP
a FF AP jsou rovnobézniky. Dokazte, ze trojiuhelniky ACE a DF B jsou shodné.
[Jelikoz jsou ¢tyruhelniky ABC'P a CDEP rovnobézniky, jsou tsecky AB, C'P
a DFE rovnobézné a shodné. Proto je i Ctyruhelnik ABDE rovnobéznik, tedy
usecky AFE a DB jsou shodné. Analogicky jsou shodné i isecky C'E s F'B a tisecky
AC' s DF, coz dohromady podle véty sss uz znamena shodnost trojuhelniki ACE
a DFB.]

V dopliujicich tlohach pouzivame znaceni ze zadani soutézni dlohy.

D1. Dokazte, ze tisecka [41 je prumérem kruznice opsané trojihelniku /4, BC. [Podle
N1 plati |[<IBI4| =90° = [<ICI4|]

D2. V trojtihelniku ABC ozna¢me H prusecik vysek, M stred strany BC a H' obraz
bodu H ve stfedové soumérnosti podle bodu M. Dokazte, ze tsecka AH’ je pru-
mérem kruznice opsané trojihelniku ABC. [Piimka BH' je obrazem ptimky C'H
ve sttedové soumeérnosti podle bodu M, proto jsou tyto primky rovnobézné. Jeli-
koz ptimka C'H je kolma4 ke strané AB, je ihel ABH' pravy. Analogicky je pravy
i thel ACH', tedy skuteéné body B, C' lezi na kruznici nad primérem AH'.]

D3. Oznac¢me Syp, Spc, Sca stredy stran AB, BC', C'A trojihelniku ABC. Dokazte,
ze se primky AX, BY a CZ protinaji v jednom bodé, a to ve stfedu kruznice
vepsané prickovému trojuhelniku SpoScaSap trojuhelniku ABC. [Reéeni této
tlohy najdete v komentarich, které budou zverejnény na strankach MO po
terminu odevzdédni tiloh doméciho kola.]

D4. a) Dokazte, ze stfed I kruznice vepsané trojihelniku ABC' je souCasné pru-
se¢ikem vysek trojihelniku I4Iplc. b) Dokazte, ze kruznice opsand trojuhel-
niku ABC' je soucasné Feuerbachovou kruznici* trojihelniku 74/plc. ¢) Do-
kazte, ze stredy oblouki ABC', BC'A, C AB kruznice opsané trojihelniku ABC
jsou soucasné stiedy stran trojihelniku I4Iglc. [a) Napt. piimky Iploc a Ial
jsou navzajem kolmé podle tilohy N1, protoze jsou to osy vnéjsitho a vnitiniho
thlu u vrcholu A. b) Podle ¢asti a) jsou totiz body A, B, C' patami vysek
v Alalglc. c) Stired Ny tseéky Iplc je podle Thaletovy véty stiedem kruz-
nice opsané tétivovému ¢tyfuhelniku BCIgle |, takze plati [NaB| = |NaC|
a |XBNAC| = 2 |[xBIgC| = 2 |xIAC| = |«BAC|, kde predposledni rov-
nost plati diky tomu, ze ¢tyfthelnik AICIp je tétivovy (opét Thaletova véta).
Bod N4 je proto skutecné stfedem oblouku BAC.|

1B

* Feuerbachova kruznice daného trojihelniku je kruznice prochézejici mj. sttedy jeho stran a patami jeho
vysek. Viz S. Hordk: Kruznice, SMM sv. 16, str. 78-80.
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D5. V trojihelniku ABC' spliujicim |AB| < |AC| ozna¢me M stred strany BC,
N stred oblouku BAC kruznice opsané a [ stfed kruznice vepsané. DokaZte,
ze |[XIMB| = |<INA|. [Ozna¢me [Ip, I stfedy kruznic pripsanych postupné
stranam AC a AB. Ctyfihelnik BCIglc je tétivovy (Thaletova véta), takze
ABIC ~ Algllp (véta uwu). Podle tlohy D4 je bod N stredem tsecky Iplc.
Usecky IM, IN jsou proto odpovidajici si téZnice v podobnych trojihelnicich
ABIC a Alcllp, tudiz podobné jsou i jejich ,poloviny“ — trojuhelniky IM B
a INIc. Odtud uz |<IMB| = |«<INI¢| = |xINA|.]

13



