75. ROCNIK MATEMATICKE OLYMPIADY (2025/2026)

Ulohy doméciho kola kategorie C

1. Prirozené cislo zapsané navzdjem riuznymi cislicemi nazveme pitoreskni, kdyz kazdd
jeho wvnitrni cislice déli dvojmistné cislo tvorené zleva doprava jejimi sousedy. Na-
priklad 1324 je pitoreskni, protoZe 3 déli 12 a 2 déli 34. Rozhodnéte, zda existuje
pitoreskni ¢islo tvorené vsemi cislicemi a) 1 aZ 8, b) 1 aZ 9. (Patrik Bak)

RESENI. a) Ano, existuje. Cislo 53174628 je pitoreskni, protoze 3 déli 51, 1 déli 37,
7 déli 14, 4 déli 76, 6 déli 42 a 2 déli 68.

b) Zduvodnime, pro¢ takové pitoreskni ¢islo neexistuje. Budeme ptredpokladat, ze
takové ¢islo mdme a odvodime jeho vlastnosti, které nas nakonec dovedou ke sporu.

Podivame se na délitelnost nékterymi jednocifernymi ¢isly. Nejdiive rozlisime sudé a
liché cislice. Neéktera suda cislice je urcité vnitini a pak je suda i ¢islice napravo od ni
(dvojmistné ¢islo tvorené sousedy zleva doprava musi byt sudé). Opakovanim této tvahy
zjistujeme, ze za prvni sudou vnitini ¢islici uz néasleduji pouze sudé ¢islice (mohlo by
se vSak stat, ze prvni Cislice je sudd a oddélend od zbyvajicich sudych ¢islic). Specidlné
posledni ¢islice je suda.

Cislice 5 musi byt prvni &slici. Kdyby byla vnitini &slici, napravo od ni by byla
¢islice 0 nebo 5, ale zadani nulu nepripousti a pétka se neopakuje. Z predchoziho odstavce
nemtze byt posledni ¢islici. Kdyz je prvni ¢islice 5, tedy licha, musi sudé cislice tvorit
souvisly blok ,vpravo* a liché ¢islice souvisly blok ,vlevo“.

Cislice 9 musi byt v bloku lichych ¢islic posledni. Jinak by existovalo dvojmistné ¢islo
tvorené cislicemi 1, 3, 5, 7 a délitelné 9. O délitelnosti 9 rozhoduje ciferny soucet, ale
zadny ze souctu 1 +3,14+5,1+7, 34+ 5,3+ 7, ani 5+ 7 neni délitelny 9.

Cislice 7 (stejné jako 1 a 3) je tudiz v bloku lichych ¢islic uvnit¥. D&l tak né&jaké
dvojmistné ¢islo tvorené cislicemi 1, 3, 5, 9. Z ¢isel 13, 15, 19, 31, 35, 39, 51, 53, 59, 91,
93, 95 jsou pouze 35 a 91 délitelna 7. Jenze cislice 5 je nutné prvni a za Cislici 9 uz zadna
liché ¢islice byt nemitze. Pro obé ¢isla 35 a 91 dostavame spor s pozici Cislice 5, resp. 9,
a proto zadné takové pitoreskni ¢islo neexistuje.

KOMENTAR. PopiSeme jesté, jakym zptisobem objevit ¢islo 53174628 v ¢ésti a). Stejné
jako v ¢éasti b) dojdeme k tomu, Ze v bloku lichych ¢islic musi byt ¢islice 5 prvni a
z posledniho odstavce vyplyva, ze v tomto bloku je ¢slice 7 posledni. Cislice 1 a 3 jsou
tedy vnitini a navzdjem sousedni. O délitelnosti 3 rozhoduje ciferny soucet a ze soucti
14+ 7a b+ 1 je pouze druhy délitelny 3. Takze jediné ptipustné poradi v rdmci bloku
lichych cislic je 5317.

Sudy blok ¢islic musi zacit ¢islici 4, protoze 7 déli z dvojmistnych ¢isel zac¢inajicich
¢islici 1 pouze ¢islo 14. Pak nasleduje 2 nebo 6, protoze 4 déli 72 a 76. Snadno vyzkousime,
ze variantu 531742 nelze prodlouzit ani dvojcislim 68, ani dvojc¢islim 86. Variantu 531746
lze prodlouzit pouze dvojéislim 28. Navic jsme tak ukazali, ze ¢islo 53174628 je jediné
mozné.

JINE RESENI Cdsti b). Stejné jako v prvnim FeSeni zjistime, Ze pitoreskni ¢islo se
skladé z bloku lichych ¢islic, za kterym nasleduje blok sudych ¢éislic, a ze prvni ¢islici je 5.
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Ukazeme, ze napravo od ¢islice 1 je nejvyse jedna licha ¢islice. Kdyby tam byly alespon
dvé liché cislice, oznacme je zleva X, Y, znamenalo by to, ze X > 1 déli dvojmistné ¢islo
1Y. To se stat nemfize, protoze 13, 17 1 19 jsou prvodisla.

Oznacme prvni tii cislice zleva 5, A, B. Z predchoziho odstavce vime, ze A # 1.
Dvojmistné ¢islo 5B tak nemiize byt 53 ani 59, protoZe jde o prvoéisla. Nemiize to byt
ani b1, protoze by za cislici 1 byly jesté dalsi dveé liché cislice. Zbyva pouze B =7a A = 3.
Za trojcislim 537 ma nasledovat 1 nebo 9, ovsem ani jedno z ¢isel 31, 39 neni délitelné 7.
Hledané pitoreskni ¢islo tedy neexistuje.

NAVODNE A DOPLNUJicT ULOHY:

N1.

N2.
N3.

D1.

Rozhodnéte, co je pravda: a) Kazdy délitel sudého ¢isla je sudy. b) Kazdy délitel lichého
¢isla je lichy. ¢) Sudé &islo déli pouze sudd Eisla. d) Liché ¢islo déli pouze lichd Eisla.
[a) Ne, 6 m4 délitele 3. b) Ano. ¢) Ano. d) Ne, 3 déli 6.]

Najdéte vSechna ¢tyfmistnd pitoreskni ¢isla slozend z ¢islic 5, 6, 7, 8. [Je to jen 5768.]
Zapiste vSechny cislice 1 az 9 do devitimistného c¢isla tak, aby kazda dvojice po sobé
jdoucich ¢éislic (zleva doprava) tvorila ndsobek sedmi nebo t¥indcti. [Pokud si vypiSeme
dvojmistné nasobky sedmi a tiindcti, zjistime, ze zapis zadného z nich kromé 77 nekondci
sedmickou. Proto musi hledané cislo sedmickou zacinat a jediné pripustné pokracovani
je 784. Pokud by jednicka byla posledni ¢islici hledaného ¢isla, potom v pripadé ze
kon¢i 21, by zacinalo ctverici 7849, kterda nemda pokracovani. V pripadé posledniho
dvojcisli 91 by ¢islo zacinalo 78426 a koncilo 6391, coz je spor. Jednicka tedy neni posledni
¢islici, v hledaném cisle je tak posloupnost ¢islic 4913 a dopsanim zbylych ¢islic ziskame
jediné FeSeni 784913526.]

Rozestavte po obvodu kruhu co nejvice ruznych cislic tak, aby kazda sousedni dvojice
tvofila ve vhodném pofadi ndsobek sedmi. [Umime rozestavit pét ¢islic napf. v po-
radi 1,2,4,8,9. Vice nez pét Cislic rozestavit nelze. Vypsanim ndsobkt sedmi se pre-
svédc¢ime, ze kazdé dvé sousedni c¢islice musi nalezet do stejné mnoziny z téchto tii:
{9,1,4,2,8},{3,5,6},{7,0}]
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2. Uvazujme prirozend cisla a, b, ¢ takova, Ze cisla a, b, ¢, a +b, b+ ¢, ¢ + a jsou
navzdjem ruznd a soucet tri nejvétsich z nich je 75. Urcete nejvétsi mozZnou hodnotu
souctu a + b+ c. (Patrik Bak)

RESENI. Vezmeme-li jakakoliv t¥i z uvedenych ¢isel, jejich soucet bude podle zadani
nejvyse 75. Plati tak (a+0) + (b4 ¢) + (¢ + a) = 75, tedy 2a + 2b+ 2¢ < 75. Po vydéleni
dvéma a uvéazeni celo¢iselnosti zjistujeme, ze a + b + ¢ < 37.

Hodnota 37 je dosazitelna napiiklad pro a = 19, b = 17, ¢ = 1. Sestice ¢isel je pak 1,
17, 18, 19, 20, 36 a soucet t¥i nejvétsich je skutecné 19 + 20 4+ 36 = 75.

KOMENTAR. Refen{ je sepsano strucné a nenf vidét, jak jsme na néj prisli. PopiSeme
proto prirozenéjsi avahy vyplyvajici ze zadani.

Intuice by ndm mohla (mylné) napovédét, ze nejvétsi jsou ¢isla a + b, b+ ¢, ¢ + a.
Jejich soucet je 2a + 2b + 2¢, coz nemuze byt liché ¢islo 75. Proto je nutné mezi tiemi
nejveétsimi ¢isly aspon jedno z ¢isel a, b, c.

Role pismen a, b, ¢ jsou zaménitelné,* proto muzeme predpokladat a > b > c.
Protoze a + b > a a rovnéz ¢ + a > a, jsou tfemi nejvétsimi ¢isly a, a + b, ¢ + a,
coz znamena, ze 3a + b+ ¢ = 75. Soucet a + b+ ¢ vyjadiime pomoci predchoziho vyrazu
jako 3a+ b+ c—2a = 75— 2a, z ¢ehoz plyne, Ze si pfejeme co nejmensi hodnotu a. Vyraz
75—2a (tedy a+b+c) totiz nabude nejvétsi mozné hodnoty, pravé kdyz a bude nejmensi.

Zaroven a musi byt dostatecné velké, aby patrilo mezi tii nejvétsi cisla, specidlné je
vétsi nez b+c. Proto 75 = 3a+b+c < 3a+a = 4a a z nerovnice 4a > 75 dopocteme a = 19.
7 predchoziho odstavce vime, zZe chceme zvolit a = 19, dopocteme b+c¢ =75—3-19 = 18
a vhodné zvolime b, c.

NAVODNE A DOPLNUJici ULOHY:

N1. Cislo z je jednomistné, ¢islo y dvojmistné a ¢islo z trojmistné. Usporadejte podle velikosti
Gslaa) y+z+z,z24+x+x,x+2+2,b)2x+y, 2y+ 2, 224y, 2y + x. [a) Pokud jsou
dva sc¢itance u dvou souctt shodné, o poradi rozhoduje tieti s¢itanec. Protoze z < y < z,
platii z+z+xz < z+2z+2 < y+2z+2. b) Vyrazy si lze napiiklad opét zapsat jako soudet
ti{ s¢itanct a déle postupovat jako v ¢asti a). Vyjde 2z +y < 2y + 2 < 2y+ 2 < 22+ y.]

N2. Pro pfirozend ¢isla x,y plati, ze hodnota vyrazu 3z + 5y je mensi nez 2025 a hodnota
52+ 3y je mensi nez 2026. Jaka je nejvétsi moznd hodnota souctu z+y? [VSimneme si, Ze
soucet danych dvou vyraziu je ndsobkem x + y, tj. (3z 4+ 5y) + (52 + 3y) = 8(x + y).
Vime, Ze jde o celd Cisla, takze 3z + 5y < 2024 a 5z + 3y < 2025, ndsledné plati
8(z +y) < 2024 + 2025 = 4049 a x +y < 5061, tedy « +y < 506. Je 506 nejvétsi
moznd hodnota sou¢tu? Ano, napf. pro z = y = 253 obé podminky ze zadani plati.]

D1. Kolik rtznych vysledkt muzeme dostat, secteme-li kazdd dvé z danych péti riznych
prirozenych ¢éisel? Pro kazdy mozny pocet uvedte piiklad takové pétice ¢isel. [B-52-S-3]

D2. Na tabuli je napsdno pét navzajem ruznych kladnych ¢isel. Urcete, kolika nejvyse zpusoby
se z nich d& sestavit dvojice, jejiz soucet se rovna nékterému z péti ¢isel napsanych na
tabuli. [B-66-S-1]

* Zaménitelnost rolf nAm umozinuje v mnoha tlohéch hned od zacatku predpokladat usporddéni a = b = c,
coz nam Casto pomuze zjednodusit ivahy a zapisy.


https://www.matematickaolympiada.cz/media/3471721/b52s.pdf
https://www.matematickaolympiada.cz/media/3471946/b66s.pdf
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3. V siti tvorené ctverci o strané 1 je dana kruznice se stredem v mriZovém // \‘\
bode a s polomérem 2. Tato kruznice protind primky sité dohromady ve
12 bodech. Dokazte, Ze téchto 12 priseciki tvori vrcholy pravidelného &\\ //
124helniku. (Josef Tkadlec)

RESENL. Ozna¢me body S, A, B, C, D, E, F podle obrazku. Usecky SD a SF jsou
soumérné sdruzené podle vodorovné osy SE, takze tisecka DF' je k této ose kolma, tedy
svisla. Body D, F' lezi na vodorovnych rovnobézkach, jejichz vzdalenost je 2, a proto
je i |DF| = 2. Podle zadani je |[SD| = |SF| = 2, takze vyznaceny trojihelnik SDF je
rovnostranny.

Uhel DSF mé tak velikost 60° a jeho polovina DSE ma velikost 30°. Podobné
se zdlvodni, ze i thel BSC ma velikost 30°. Misto trojihelniku SDF' stac¢i uvazovat
trojuhelnik SAC a misto vodorovné osy SE svislou osu SB. Velikost thlu CSD uz
snadno spocteme tak, ze od pravého thlu BSFE odecteme velikosti thla BSC a DSFE.
Zjistili jsme, ze |[XBSC| = |<CSD| = |<DSE| = 30°.

Kruznice i ¢tvercova sit jsou osové soumérné podle vodorovné osy SE i podle svislé
osy SB, a proto vSechny dalsi stredové thly prislusné sousednim vrcholiim 12thelniku
maji velikost 30° a 12uhelnik je tedy pravidelny.

POzZNAMKA. Asi ve vSech feSenich bude klicové zduvodnit, Ze jeden ze stredovych
uhli ma velikost 30°. Pomoci symetrie nebo otaceni lze snadno ukazat naptiklad rovnosti
|AB| = |BC| = |DE| = |EF|, ale to samo o sobé jesté nestaci, aby byl 12uhelnik
pravidelny. Jakmile pfiddme zduvodnéni, ze | ASB| = 30°, jsme v podstaté hotovi.

POzZNAMKA. Patrné nejzndmdéjsi definice pravidelného n-tihelniku fiké, Ze vSechny
jeho vnitini Ghly jsou shodné a vsechny jeho strany jsou shodné. My jsme ukazali, ze
mame 12 bodii na kruznici rozmisténych tak, ze sttedovy tihel prislusny dvéma sousednim
bodum je pokazdé 30°. To znamenad, ze trojuhelniky ASB, BSC, C'SD, DSFE atd. jsou
shodné rovnoramenné trojtihelniky (podle véty sus, protoze dvé strany tvori poloméry
kruznice a thel jimi sevieny je 30°). Ze shodnosti vyplyvaji rovnosti |AB| = |BC| =
= |CD| = |DE]| atd. a také kazdy vnitini thel vyjde jako soucet dvou thli o velikosti
75°, napt. |[SABC| = |SABS| + |4SBC| = %(180O —30°) + %(180O —30°) = 75° 4+ 75°.

Uloha je sv¥m zptsobem ndroéné v tom, abychom zdtvodnili, co ,jesté je potieba®
(viz prvni pozndmka) a dovolili si se zdivodiiovanim prestat v momenté, kdy ,uz je to
ziejmé” — jako napriklad ve vzorovém teseni, protoze 12 bodi ,,rovnomérné” rozmisténych
na kruznici pfijimame jako jednu z moznych definic pravidelného 12dhelniku (odpovida
téz ciferniku).
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NAVODNE A DOPLNUJicCT ULOHY:

NI.

N2.

N3.

D1.

D2.

7 vrcholu K rovnoramenného trojuhelniku se zakladnou LM vychazi dvé polopiimky,
které protnou zdkladnu v bodech X a Y. Pfitom |{LKM| = 75°, |[SX{LKX| = 20°,
|[SCMKY| = 20°. Pomoci vhodné véty o shodnosti trojuhelniki zduvodnéte, ze |[LX| =
= |MY|. [Rovnoramenny trojihelnik ma vnitini dhly pii zdkladné shodné, a tak pro
trojuhelniky KLX a KMY je |[SKLX| = |SKMY|, dile |[KL| = |[KM]| a dle zaddni
|[LLKX| = |XMKY]|. Jsou tedy shodné podle véty usu, a proto |LX| = |MY|.]
Najdéte pravouhly trojihelnik, v némz je pomér velikosti dvou vnitinich Ghld i pomér
délek dvou stran roven 1 : 2. [Trojihelnik s tthly 90°, 45°, 45° nem4 strany ve spravném
poméru. Pripadd v ivahu uz jen trojuhelnik s thly 90°, 60°, 30°. Ozna¢me jeho preponu
AB a prodluzme jeho kratsi odvésnu BC do bodu D tak, ze C je stfedem BD.
Trojihelniky ABC a ADC jsou shodné podle véty sus, trojihelnik ABD je rovnostranny,
a tak je 2|BC| = |BD| = |AB|. Hledany trojthelnik je ,polovinou rovnostranného
trojihelniku®.]

Vzdélenost bodu T od stfedu S kruznice k se rovna priméru kruznice. Bodem T vedeme
teény T'A, T B, které se kruznice dotykaji v bodech A, B. Urcete vnitini thly trojihelnikia
TSB a ASB. [Pravouhly trojihelnik T'SB mé pomér stran |BS| : |T'S| =1 : 2. Podobné
jako v Teseni predeslé tlohy jej mizeme doplnit na rovnostranny trojihelnik T'SC', kde B
je stfedem SC. Pak |JITSB| = 60° a |<LBT'S| = 30° a rovnoramenny trojuhelnik ASB
mé vnitini dhly 120°, 30°, 30°.]

V roviné je dén pravouhly trojihelnik ABC' takovy, Ze kruznice k(A;|AC|) protind
preponu AB v jejim stredu S. Dokazte, ze kruznice opsand trojihelniku BC'S je shodna
s kruznicf k. [C-51-S-2]

V roviné je dan obdélnik ABC'D, kde |AB| = a < b =|BC]|. Na jeho strané BC' existuje
bod K a na strané C'D bod L tak, ze dany obdélnik je tseckami AK, KL a LA rozdélen
na Ctyfi navzajem podobné trojihelniky. Urdete hodnotu poméru a : b. [C-53-11-1]


https://www.matematickaolympiada.cz/media/3471710/c51s.pdf
https://www.matematickaolympiada.cz/media/3471738/c53ii.pdf
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4. Najdéte vsechna ctyrmistnd cisla n = abed , pro kterd plati
ab+cd =+/n,  cd—ab=>5.

(Méria Domanyova)

RESENT. Ozna¢me dvojmistné ¢isla ab = x a cd = y. Podminky ze zadani pak miizeme
prepsat jako soustavu rovnic pro x a y. Ze zadani plati n = abed = 100 - x + y, takze

resime soustavu rovnic
r+y =100z + v,

y—x =05
Vyjadienim y = x + 5 ze druhé rovnice a dosazenim do prvni rovnice po umocnéni na
druhou vznikne kvadraticka rovnice

2 4+ 5 =+/101z + b,
(22 +5)? = 101z + 5,
42% + 20z + 25 = 101z + 5,
42% — 81z +20 = 0.

Tu miiZzeme fesit dle znamého vzorce, nebo si vSimneme, ze plati 42?2 — 81z + 20 =
= (4z — 1)(z — 20). Celociselné teseni tak ziskdme pouze pro x = 20. Potom y = 25
a n = 2025. Snadno ovérime, ze toto n spliuje obé rovnosti ze zadani.

JINE RESENI. Budeme sledovat posledni ¢islici uvedenych vyrazii. Napiiklad rovnost
cd — ab = 5 ¥ik4, 7e pro b= 2 je d = 7 apod.

Rovnost ab + cd = \/n prepiSme jako (%4—@)2 = abed. Posledni &slice na pravé
strané je d. Na levé strané je to posledni &islice vyrazu (b+d)?. Udélejme si tedy tabulku,
do jejihoz 1. fadku doplnime vSechny mozné hodnoty b, do 2. fadku vyplnime prislusné
d vyhovujici rovnosti cd — ab = 5 a do 3. fadku vyplnime posledni éislici vyrazu (b + d)?.

b 0[1]2|3|4]5]6]7[8]9
d |[5]6[7]8]9]0 234
b+d)? | 5[9[1[1[9]5[9|1|1]9

—_

Aby mohla platit rovnost (% + 3)2 = abed, hleddme takové Eslice b, d, pro které se
2. a 3. radek shoduji. To nastane pro b =0,d =5a b =4, d =9. V obou ptipadech je
d > b a z rovnosti cd — ab = 5 plyne, Ze ¢ = a. Hledand n jsou tedy tvaru a0a5 nebo a4a9
a téchto 18 ¢isel mizeme jedno po druhém vyzkouset.

Zkouseni moznosti 1ze zredukovat dalsimi ivahami. Naptiklad:

e Cislo n je ¢tyfciferné, mensi nez 10000, a proto /n < 100. Uz vime, Ze ¢ = a, takze
ab + ad = \/n < 100 znamené, 7e a < 4.

o 7mamy“ fakt, ze konci-li druhd mocnina pétkou, koncéi uz nutné dvojéislim 25,
nas muze motivovat vysettit predposledni cislici hledanych cisel. M& platit rovnost
(ab+ @2 = abad. V piipadé b = 0, d = 5 mame uvniti zavorky &slo kondici pétkou,
zapi$me jej jako 10k + 5. Jeho druh4 mocnina 100k2 + 100k 4 25 konéi dvojéislim 25,
takZe nutné a = 2 a z ésel tvaru a0ab stadi vyzkouset pouze &islo 2025.

e Soucet a rozdil dvou ¢isel maji stejnou paritu, proto \/n a tedy i n je liché ¢islo.
Cislice d je tak lichd a b suda a tabulka tak mohla byt poloviéni.
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NAVODNE A DOPLNUJicCT ULOHY:

NI.

N2.

N3.

D1.

D2.

D3.

D4.

Urcete dvé &isla, jejichz soucet je roven 20 a rozdil je roven 25. [Hleddme éisla x a y.
Podminky ze zadani zapiSeme jako rovnice = + y = 20, z — y = 25. Stadi vyjadrit z
pomoci y, napt. z = y + 25 a dosadit do zbyvajici rovnice (y + 25) + y = 20, coz d4&
2y = =5, tj. y = —2,5. Dopoéteme x = 22.,5.]

Zapis trojmistného ¢isla zacina ¢islici 4. Kdyz ji smazeme a napiseme na konec, dostaneme
trojmistné ¢islo rovné tfem ¢tvrtindm puvodniho ¢isla. Uréete puvodni ¢islo. [Hodnotu
zbyvajicitho dvojcisli oznac¢ime z. Puvodni ¢islo Ize vyjadiit jako 400 + x, po premisténi
Ctytky je to 10z + 4. Rovnice 10z + 4 = % (400 + x) m4 FeSeni = 32 a puvodni ¢islo
bylo 432.]

Najdéte vSechny trojice (ne nutné riznych) ¢islic a, b, ¢, pro néz pétimistna &isla 6abc3
a 3abcb jsou v poméru 63 : 36. [C-63-11-1]

Najdéte vSechna prirozend ¢isla s vlastnosti: Kdyz toto ¢islo vynasobime ¢islem o 1 vétsim
a k vysledku pripiseme zprava 25, dostaneme druhou mocninu néjakého ptirozeného cisla.
[Popsané operace ¢islu k pritadi ¢islo 100k(k+1)+25. To je druhou mocninou pfirozeného
¢isla vzdy, nebot 100k (k + 1) + 25 = 100k% + 100k + 25 = (10k + 5)2.]

Existuji dvoumistnd ¢isla ab, cd takova, ze ab - cd = abcd? [Neexistuji. Kdyby éisla
existovala, platilo by pro né ab - cd = abed = ab - 100 4 cd > ab - cd + cd > ab - cd,
coz je spor.]

Ze t11 raznych nenulovych ¢islic jsme sestavili vSech Sest moznych trojcifernych cisel. Tato
Cisla jsme seradili od nejvétsitho po nejmensi. Zjistili jsme, ze ¢tvrté c¢islo v této radeé je

aritmetickym primérem prvniho a patého ¢isla. Ze kterych cislic byla Cisla sestavena?
[C-47-11-1]

Najdéte nejvétsi pétimistné prirozené cislo, které je délitelné cislem 101 a které se cte
zeptredu stejné jako zezadu. [B-52-S-1]


https://www.matematickaolympiada.cz/media/3471895/c63ii.pdf#page=2
https://www.matematickaolympiada.cz/media/3471667/c47ii.pdf#page=2
https://www.matematickaolympiada.cz/media/3471721/b52s.pdf#page=2
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5. Uhlopricky lichobézniku ABCD se protinaji v bo-
de P a jejich osy se protinaji v bodé M . Predpokld-
dejme, Ze M lezi na zdikladné AB. Dokazte, Ze P
je stredem kruznice vepsané trojuhelniku CDM.

(Jaroslav Svréek)

B

RESEN{. Z rovnobé&inosti AB || CD vyplyva, 7e | BAC| = |4 DCA|. Protoze M
je na ose usecky AC, je trojuhelnik ACM rovnoramenny, coz znamend, ze |<<MAC| =
= |SMCA|. Navic M lezi na strané AB, takze ihly BAC a M AC splyvaji. Celkem tak
dostéavame rovnost | DCA| = |4 MCA|, takze bod P lezi na ose thlu DC'M.

D

..

Analogicky se zdavodni, ze bod P lezi na ose thlu CDM. Staci pouzit rovnosti
|xABD| = |<CDB]| (rovnobéznost AB || CD) a |[SMBD| = |<MDB)| (rovnoramenny
trojuhelnik BDM) a fakt, ze M lezi na strané AB.

Bod P lezi na dvou osach vnitinich thld trojihelniku CDM. Je tak stfedem jeho
kruznice vepsané.

JINE RESENI. Ke klicovému poznatku, ze P lezi na ose tthlu CDM, muzeme dospét
také dvojim vyjadirenim obsahu rovnoramenného trojithelniku AMC, ktery budeme znacit
[AMC]. Oznacme a délku jeho ramene a uvazujme P jako libovolny bod zékladny AC.
Vysku trojihelniku AMC' na stranu AM rozdélme na ¢ésti p, ¢ podle obrazku. Ozna¢me
jesté v, vysku trojiuhelniku M C'P na stranu MC'. Potom pro obsah trojuhelnitku AMC
plati

ta(p+q) = [AMC] = [AMP] + [MCP] = Lap + 1av,,

z ¢ehoz plyne, 7ze ¢ = v,.

Analogicky se zduvodni, ze ¢ = vy, kde vy, znaci vysku trojuhelniku M D P na stranu
MD. Celkové tim ziskavame, ze ¢ = v, = vy, tedy Ze vzdédlenosti bodu P od stran
trojuhelniku CDM jsou stejné a P je tudiz stfedem jeho kruznice vepsané.
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NAVODNE A DOPLNUJicCT ULOHY:

NI.

N2.

N3.

N4.

D1.

D2.

D3.

Pro kazdy bod na ose tsecky plati, Zze je od obou krajnich bodu tsecky stejné vzdalen.
Vyreste pomoci tohoto poznatku tlohu: Méjme trojuhelnik ABC s pravym thlem pii
vrcholu C, pficemz |[LABC/| = 25°. Osa strany AB protind odvésnu BC v bodé K. Urcete
velikost thlu K AC. [Bod K lezi na ose Gsecky AB a plati tedy |AK| = |BK|. Trojuhelnik
AKB je pak rovnoramenny a mé shodné vnitin{ dhly |XKAB| = |{KBA| = 25°.
Hledany uhel je |[XKAC| = |JXCAB| — | KAB| = (90° — |[SLABC) — 25° = 40°.]

V trojuhelniku ABC narysujeme osu vnitrniho thlu u vrcholu A a jeji prisecik se stranou
BC ozna¢ime D. Na strané AB najdeme takovy bod M, ze M D || AC. Dokazte, ze pak
usecky AM a DM maji stejnou délku. [Pfimka AD je osou thlu u vrcholu A, takze
|<CCAD| = |¥<MAD|. Kromé toho tthly CAD a M DA jsou stiidavé, protoze M D || AC.
Trojihelnik AM D je tudiZ rovnoramenny a |[AM| = |[DM]|.]

V rovnoramenném trojihelniku ABC je |AB| = |AC| a na rameni AB je bod D
takovy, ze |AD| = |DC| = |CB]|. Vypoctéte velikosti vnitfnich dhlid trojihelniku
ABC. [Rovnoramennost budeme pfeklddat do rovnosti dhli. Oznacme |JBAC| = .
Nejdiive vyuZzijeme rovnoramenny trojihelnik ADC, abychom zjistili, ze |LDAC| =
= |LDCA| = x a vnéjsi thel BDC je jejich souctem, tj. | <L BDC| = 2z. Poté vyuZijeme
rovnoramenny trojihelnik BDC' a zjistime, ze |<{BDC| = |LDBC| = 2x. Nakonec
vyuzijeme rovnoramenny trojihelnik ABC a zjistime, ze |[LACB| = |LABC| = 2x.
7 téhoz trojihelniku sestavime rovnici x + 2z + 2x = 180° a vypocteme uhly 36°, 72°,
72°.]

V lichobézniku ABCD, kde AB||CD, se osy vnitinich uhli pti vrcholech C' a D protinaji
na tseCce AB. Dokazte, ze plati |[AD| + |BC| = |AB|. [C-73-11-2]

V rovnobézniku ABCD plati, ze osa ihlu ABC prochazi sttedem L strany C'D. Dokazte,
7ze AL 1L BL. [C-71-5-2]

Uvazujme konvexni ¢tyftuhelnik ABC'D se shodnymi thly pfi vrcholech A a B. Necht
se osy jeho stran BC' a AD protinaji v bodé M, ktery lezi na strané¢ AB. Dokazte, ze
|AC| = |BD|. [Trojthelniky M BC a MDA jsou rovnoramenné a diky shodnosti thla
pri vrcholech A a B dokonce podobné. Trojuhelniky M BD a MC A se tak shoduji nejen
ve dvou strandch (|MB| = |MC| a |MD| = |MA]|), ale i v tthlech u vrcholu M, protoze
jde o vngjsi tihly u hlavnich vrcholt podobngch rovnoramennych trojihelnikt. Shoduji se
tedy i tiet{ strany trojihelnikit MBD a MCA, coZ jsou uhlopficky BD a C'A.]

V pravouhlém trojihelnitku ABC' oznacime P patu vysky z vrcholu C na pfeponu AB
a D, FE stredy kruznic vepsanych po fadé trojihelnikim APC, CPB. Dokazte, zZe stied
kruznice vepsané trojihelniku ABC je prisecikem vysek trojuhelniku CDE. [C-58-11-2]


https://www.matematickaolympiada.cz/media/3615403/c73ii.pdf#page=3
https://www.matematickaolympiada.cz/media/3472043/c71s.pdf#page=3
https://www.matematickaolympiada.cz/media/3471811/c58ii.pdf
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6. Na pekdci je 21 buchet, 10 z nich je plnénych povidly, zbyliych 11 tvarohem. MuzZeme
poloZit 10 otdzek. V kaZdé otdzce ukdZeme na dve buchty a kuchar ndm rekne, jestli
maji stejnou ndpln, nebo kazZdd jinou. Je mozné ptdt se tak, abychom o alespon jedné
buchté s jistotou zjistili, ¢im je plnénd? (Josef Tkadlec, Felix Schroder)

RESENI. Ano, je to mozné. Ozna¢me jednu buchtu za vyvolenou a zbyvajicich 20
buchet rozdélme do dvojic, na které se postupné ptame.

Buchty, na které jsme dostali odpoveéd , jinou“, uplné vyradime. Tim ubude stejné
povidlovych buchet jako tvarohovych. Ztstalo nam tedy k povidlovych a k+1 tvarohovych
buchet (celkem 2k + 1 buchet).

Uvazujeme uz pouze k odpovédi ,stejnou”. Mezi 2k buchtami, na které jsme se ptali,
je nutné sudy pocet povidlovych a sudy pocet tvarohovych. Vyvolena buchta je tedy toho
typu, od kterého je mezi 2k + 1 buchtami lichy pocet kust.

Konkrétné je-li k (pocet povidlovych buchet) liché, je mezi 2k + 1 buchtami lichy
pocet povidlovych, a tedy vyvolena buchta je povidlova. Pokud je k sudé, je k41 (pocet
tvarohovych) liché, pak je mezi 2k + 1 buchtami lichy poc¢et tvarohovych, a tedy vyvolena
buchta je tvarohova.

NAVODNE A DOPLNUJICI ULOHY:

N1. Ze 4 buchet na talifi je 1 tvarohova, zbylé 3 jsou povidlové. Na kolik nejméné otazek
zjistime od naSeho kuchare, kterd je tvarohova? [Jsou potieba dvé otdzky. Pokud je prvni
odpoveéd ,stejné“, ukazali jsme na povidlové buchty a zbylé dvé jsou rtzné. Zeptame se
na jednu povidlovou buchtu znovu a jednu z rtznych buchet. Pokud je prvni odpovéd
,ruzné”, jsme ve stejné situaci jako v predchozim piipadé — zbylé dvé buchty jsou
povidlové.]

N2. Nas kuchar pripravil tvarohové a povidlové buchty, 4 jednoho typu, 7 druhého typu. Po-
lozili jsme mu 5 otézek na 10 rtznych buchet a pokazdé zaznéla taz odpovéd. Jedenactou
buchtu jsme se rozhodli snist a byla povidlova. Kterych buchet bylo vice? [Povidlovych.
Nemohlo zaznit 5 odpovédi ,,ruzna“, protoze to bychom museli mit kazdého typu alespon
5 buchet. Zaznély tedy jenom odpovédi ,stejna®. Za kazdou odpovéd ,stejna“ odlozime
bud dvé povidlové buchty, nebo dvé tvarohové buchty. Celkem odlozime 10 z 11 buchet,
takze buchty jednoho typu jsme odlozili vSechny — musel to byt sudy pocet 4 buchet,
protoze je odkldddme po dvou. Jedendctd (snézend) buchta tak musela byt jedna ze 7
buchet.]

D1. Mach hraje nésledujici hru. Na zacatku je na stole £ hromadek, na nichz je postupné
1,2,3, ...,k zetoni. V kazdém tahu vybere libovolné dvé hromadky a odstrani z obou
stejny pocet zetonu. Jeho cilem je, aby na stole zustal jediny Zeton. Miuze se mu to
podafit a) pro k = 10, b) pro k = 117 [C-72-1-4]

D2. Na tabuli byla napséna ¢isla 1,2,3,4,5,6,7,8,9. V kazdém kroku jsme dvé ¢isla smazali
a nahradili druhou mocninou jejich rozdilu. Pokud po nejvyse 7 krocich ziistala na tabuli
vSechna ¢fsla stejnd, mohla to byt ¢isla a) lichd, b) sudd? [C-72-S-3]

D3. V jednom poli Sachovnice 8 x 8 je napsano ,,4+“ a v ostatnich polich ,—* V jednom kroku
muzeme zmeénit na opacnd zaroven vsSechna ¢tyri znaménka v kterémkoli ¢tverci 2 x 2
na Sachovnici. Rozhodnéte, zda po urcitém poctu krokt muze byt na Sachovnici obou
znamének stejny pocet. [C—64-11-2]
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