75. ROCNIK MATEMATICKE OLYMPIADY (2025/26)

Navodné a doplnujici Glohy pro kategorii Z8

7Z8-1-1
Najdéte vsechny trojice navzdajem ruznych prvocisel py, pa, p3, pro kterd plati

(p2 — p1) - (p3 — p1) = 195.

(E. Novotnd)
NAVODNE A DOPLNUJicT ULOHY

N1. Vyberte vSechny trojice jednomistnych prvocisel p; < ps < ps a urcete vysledek
soucinu
(p2 — p1) - (p3s — p1).
[Jednomistné prvocisla jsou 2,3,5,7. Z nich lze vybrat ¢tyfi vzestupné usporadané tro-

jice s odpovidajicimi vysledky 3, 5, 15 a 8.]

N2. Najdéte vsechny dvojice prirozenych cisel x a y, pro ktera plati
(x —y) - (z+y)=105.

[Cislo 105 lze rozlozit na souc¢in dvou pfirozenych ¢isel nésledujicimi zptsoby:
106=1-106=3-35=5-21=7-15.

Cislo = je vétsi nez y a prvni souéinitel v pfedchozim rozkladu prozrazuje o kolik. Hledané
dvojice z,y jsou 53,52; 19,16; 13,8 a 11,4.]

N3. Najdéte vsechny dvojice prvocisel, pro ktera plati, ze soucin jejich souctu a jejich
rozdilu je roven 117.

[Jako v predchozi tloze se uréi rozklady ¢isla 117 na dva soudinitele a odpovidajici
dvojice ¢isel 59,58; 21,18 a 11,2. Pouze posledni dvojici tvori prvocisla. Jedind vyhovujici
dvojice je 11,2.]

D1. Najdéte vsechny dvojice navzajem riuznych prvocisel p; a ps, pro ktera plati

p1-(p1+p2) - (p1 — p2) = 315.

[Cislo p1 je vétsi nez po a soucinitelé jsou usporadani takto: (p1 — p2) < p1 < (p1 + p2).
Mozné rozklady ¢isla 315 s prostfednim soucinitelem prvocislem jsou:

315=1-3-106=1-5-63=3-5-21=1-7-45=3-7-15=5-7-9.

Jediné v poslednim ptipadé jsou rozdily mezi sousednimi souciniteli stejné. Jedind vyhovujici
dvojice je p1 = 7 a p2 = 2.]
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ZB-1-2

FPro vovnobéinidy ABCD a KLMN plati:

hod W je stredem usecky C' I3,

bod K je prusedikem primby O 8 osou wsecky BC,
bod L je prasedikem piimby AR s vsou dsecky CD,
bod N je prisedikem pitmky AB s oson dsedky BC,
whel BAD mi velikost 60°.

Uiréete pomér obsahi rovmobéindd ABCHD a KLMN. (M. Macko )

NAVODNE A DOPLEUIICT CLORY

N1,

N2.

N3.

D1.

Vo obdélniku ABCD je bod M stiedem strany AR, Urdete pomér obsahi trojabelnika
AM D a ctyiihelnika A BCD.

[Stied strany 0 cenacime N, Usecka MN déli obdéluik na dva shodne obdélniky.
Uhlopficka M déli obdélnik AMND na dva shodné trojihelniky, z nichz jeden je AMD.
Hledany pomeér obsahii je 1 %]

V trojihelniku ABC plati, 2 bod M je stfedem strany AC a lsetky MA, M B a AB
jron shodné, Urfete pomér obsahi trojihelnika ABA a M B(C.

[Trojuhelniky ABM a MBC maji spolecnoun vyiku 2 vreholu B, Tedy pomeér jejich
obsahi je stejny jako pomér délek stran AM & MO, a ten je 1 ; 1 (Upfesnéni o asedlcceh
MA, MB a AB nend podstatng )]

Na stranach rovnostranného trojihelniku ABC jsou body K, L a M tak, Ze plati:

bod N je stfedem strany B,
bod [ je prizedikem strany AP s osou secky KB,
bod A je stfedem tsecky BL.

Uréete pomér obsahn trojiuhelnikt K LA 8 ABC,
[Ze zadani plyne, #e trojihelnik K LA je rovoostranny, Tedy L je stiedem strany AB

a cely trojibelnik ABC lze rozdelit na &yfi trojahelniky shodne s KLE, Usecka KM deéli
trojihelnik K LB na dvé shodné tasti. Hledany pomér obsahi je 1 : 8]

O

A L M B

Obecny trojihelnik ADF je roxdélen na dva trojibelniky GEF a BOH a dva rovne-
beézniky ABHG a COEH. Trojthelniky GEF a BOH jsou shodné a bod H lezi na
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téEnici trojiibelnikn ADF prochézejici vecholem F. Urdete pomér obsahi trojinhelniku
GEF a rovnobéinika CDEH.

F

AN

[Ze zadanyeh vataht plyne, 2e dsedka GF Je sthednl piickou trojihelniks ADF, bod H
je jejim stredem a viechoy ctyTi dilci Otvary maji stejné vviky na strany rovnohézne s A0,
Ty waechny ctymi dilon dtvary maji stejnd obsahy, Hledany pomer je 1 1 (Stejoy saver lee
odvodit ¢ pomoeného déleni na mensi shodné trojibelniky, viz obrdzek nize.)|

L£8-1-3

Townuid shird pollednice z fslandw, Anolie o0 Nevshe, £ kofde zemé md alespont jednu
T I , Ang pori

poldednici, celkem fich ma J0. Pobdednic = Anglic ma vice nez pohlednic = Norska, Pohled-

rie z felandu ma vice nef pélindgsobek a méné nes festindsobek podtu poldednic z Anglic.

Ze kteryeh zemi jsou pohlednice, jejichi pocdetf v Tomafové shiree lze uréit jednoznainé?
(E. Novetna )

NAvODNE A DOPLEUIICT CLoBRY

N1, Laura, Ales a Ivan shirall na tabore kedky, Kagdy nagel alespon jedon, dobromacdy jich

nasbirall 23 a Laura jich nasbirala pétkrat tolik co Ivan. Kolik kefek mohl nashivat
Ales? Urdete viechny moZnosti.

(Ivan mél nejmeéné 1 a nejvice 3 kesky (pro 4 a vice by Laura méla 20 a vice, tedy
dohromady vice nez 231, Poked meél Ivan 1, 2, resp. 3 kesky, pak Laura méla 5, 10, resp. 15
a Ales jich mél 17, 11, resp. 5.

-Jakub dal kamarddiim za dkol nhodoom ¢islo, které s mysli, Prozeadil, e se jednd

o dvojmistng fislo mendi ne? sedminasobek nejvétsiho jedoomistného dsla a s nez
drubi moening podtu doi v dnn,. Kdyby navie svoje Sislo vydélil osmi, dostal by
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N3.

D1.

pocet svych ksiltovek. Mohou kamaradi urcit Jakubovo myslené ¢islo, i kdyz neznaji
pocet jeho ksiltovek?

[Cislo je v rozmezi od 49 do 63 a je délitelné osmi, tedy to mtize byt jediné ¢islo 56.
Jakubovo ¢islo urcit lze, i kdyz pocet ksiltovek neni pfedem zndm (z vysledku plyne, Ze jich

bylo 7).]

Andrea sbird pohlednice z Arménie, Belgie a Ciny. Z kazdé zemé m4 alespori jednu
pohlednici. Pohlednic z Arménie ma méné nez pohlednic z Belgie. Pohlednic z Ciny
ma vice nez pétinasobek a méné nez Sestinasobek poctu pohlednic z Belgie. Zdenék
se z téchto informaci snazil zjistit, kolik vlastné ma Andrea pohlednic, a nevédél si
rady. Andrea mu pomohla sdélenim, ze v jejim piipadé jsou témito omezenimi pocty
pohlednic z jednotlivych zemi popsany jednozna¢né. Kolik ma Andrea pohlednic?

[Pocet pohlednic z Ciny je danymi omezenimi popsan jednoznaéné, pouze kdyz pohled-
nice z Belgie jsou 2. Pohlednic z Ciny je 11 a pohlednice z Arménie je 1. Andrea ma 14
pohlednic.]

Libor sbird pohlednice z Andorry, Brazilie, Cerné Hory a Déanska, celkem jich m4
méné nez 40. Pohlednic z Brazilie mé vice nez dvojnasobek a méné nez trojnasobek
poétu pohlednic z Andorry. Pohlednic z Cerné Hory m4 vice nez pohlednic z Andorry
a méné nez pohlednic z Brazilie. Pohlednic z Danska mé dvakrat tolik co pohlednic
z Brazilie. Kolik nejméné a kolik nejvice pohlednic miize mit Libor?

[Pohlednice z Andorry byly nejméné 2 a nejvice 4 (kdyby byla Zddné nebo 1, nevyhovo-
vala by podminka na pocet pohlednic z Brazilie; kdyby jich bylo vice nez 4, nevyhovovala by
podminka na celkovy pocet pohlednic). Libor mohl mit nejméné 20 pohlednic (2 z Andorry, 3
z Cerné Hory, 5 z Brazilie, 10 z Danska) a nejvice 39 pohlednic (4 z Andorry, 8 z Cerné Hory,
9 z Brazilie, 18 z Danska, nebo 4 z Andorry, 5 z Cerné Hory, 10 z Brazilie, 20 z Danska).]

7Z8-1-4

Zdci napsali proni pisemku s primérnym hodnocenim 84 bodi. Stejni Zdci napsali

druhou pisemku s primérnym hodnocenim 70 bodi. Ctyri z téchto Zdkd méli v obou pi-
semkdch po 63 bodech. Prumérné hodnoceni ostatnich Zdaki ve druhé pisemce bylo 72 bod.

Urcete prumérné hodnoceni ostatnich Zaku v proni pisemce. (1. Jancigova)

NAVODNE A DOPLNUJICT ULOHY

NI.

Adam, Borek, Cyril, Dan a Emil porovnavali svoje ¢asy v béhu na 60 metri. Botek
dobéhl stejné jako Cyril za 11,2 vtefin, Emil dobéhl za 9,3 vtefin a Dan za 10,8 vtefin.
Adam sviij ¢as nechtél prozradit, ale vSichni védéli, ze jejich primeérny cas byl 10,6
vtefin. Jaky byl Adamtv c¢as?

[Soucet ¢ast vSech péti chlapci byl stejny jako pétindsobek primérného ¢asu. Adamuv
¢as byl 10,5 vtefin (5- 10,6 = 53 = 10,5+ 2 11,2 + 9,3 + 10,8).]
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N2.

N3.

D1.

Béhem jednoho roku zachréanil Sesticlenny tym superhrdinid rfadu mést, primérné
kazdy 11. Thor, Hulk a Iron Man zachranili kazdy stejné mnozstvi mést, Kapitan
Amerika jich zachranil 5, Ant-Man 7 a Hawkeye 6. Kolik mést zachranil Hulk?

[Soucet mést, které zachranili jednotlivi superhrdinové, je stejny jako Sestindsobek pru-
mérného poctu. Hulk (stejné jako Thor a Iron Man) zachranil 16 mést (6-11 = 66 = 3-16 4
+5+7+6).]

Primérna vyska deseti nejvyssich hor svéta je 8 378 metrit nad morem. Jak by se zmé-
nila pramérné vyska, pokud bychom z tohoto seznamu vynechali Annapurnu (8 091 m),
K2 (8611 m) a Makalu (8485m)?

[Soucet vysek deseti nejvyssich hor je 83780m, soucet vySek vynechanych hor je
25187 m. Primérna vyska zbylych sedmi hor je pfiblizné 8370m ((83780 — 25187)/7 =
= 8370).]

V zakladni skole U Tii dubii, kam chodi i Zikmund, kazdoro¢né poradaji védomostni
soutéz, v niz kazdy soutézici mize ziskat nejvice 15 bodi. Letos byl pramérny bodovy
zisk soutézicich zaokrouhleny na desetiny roven 10,4. Zikmund si po soutézi uvédomil,
ze jednu otazku si Spatné precetl a odpovidal na néco jiného. Mohl tak mit o 4 body
vice a primérny bodovy zisk zaokrouhleny na desetiny by se tim zvysil na 10,6. Urcete,
kolik nejméné a kolik nejvice déti letos U tii dubii soutézilo.

[Pracujeme se zaokrouhlenymi ¢isly, tedy skuteény primérny bodovy zisk mohl byt
v rozmezi od 10,35 véetné po 10,45 vyjma. Pokud n znaci pocet ucastnikt soutéze a c cel-
kovy soucet bodt ziskanych vsemi soutézicimi, potom spolu s dalsi podminkou ze zadani
dostavame:
c+4

10,35 < £ <1045, 10,55 < < 10,65.
n

Odtud po tpravéch plyne 40/3 < n < 40. Soutéze se zucastnilo nejméné 14 a nejvice 39
déti.”]

7Z8-1-5

Je dana kruznice k se stredem S a polomérem 6 cm a primka p prochdzejici bodem S.

Sestrojte obdélnik ABCD tak, aby platilo:

e vrcholy A a B lezi na primce p,
o kruznice k se dotyka strany CD,
o kruznice k protind stranu AD v bodé K a stranu BC' v bodé L,

e |AK|=|CL|=1,5cm.

(M. Petrovd)

NAVODNE A DOPLNUJICT ULOHY

NI1.

Narysujte ¢tverec ABC'D o strané délky 5cm. Poté narysujte kruznici vepsanou
a kruznici opsanou ¢tverci ABCD.

[Obé kruznice maji stfed ve stfedu ¢tverce, tj. v pruseciku thlopticek AC a BD. Polomér
kruznice vepsané, resp. opsané se shoduje s polovinou strany, resp. thlopricky ¢tverce. Body
dotyku vepsané kruznice lezi na kolmicich ke stranam étverce prochazejicich jeho stfedem.]

? Ptevzato ze 73. roéniku MO, tiloha Z9-1-3.
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N2.

N3.

D1.

Je dana kruZnice k se stfedem S a polomérem 4 em. Nargsujte obdélnik ABC D, jehok
strany AR, CD a AD se dotvkaji kendnice & a délky stran BC a CD jsou v poméru
2:3

[Privmér kruznice &k se shoduje se stranaml AD a BC. Tedy [AD| = |BC| = Rem
a nastednd |AR| =[O0 = 12 cn. Konstruko e zadit = hbovolnym promérem kruzmce &
a vyuzil kolmesti stran obdélniku na odpovidajici priméry v bodech dotyku,|

Je dana kruznice b se stiedem 5 a polomérem 6 om. Narvsujte obdélnik ABC D tak,
abwy platilo:

bod 8 lezi na strané AR,

bod B le#i na kruinici k,

kruznice k se dotyka strany 1,

krugnice k& proting strann Al v jejim stiedu.

[Polomér kruznice k se shoduje se stranami AD a BC. Priasecik kruznice k& a strany
Al legi na ose sonmérnostl obdélnika kolind k témto stranam, a to je pfimka rovonobéing
ae stranon AR ve vadalenosti 3em. Konstruked lze zacit & libovolnym primérem krugnice &
a vyvugit kolmosti stran obdénikn na odpovidajici priumery v bodech dotykn,]

~

Je diana kruZnice kb se stbedem 5. Sestrojie rovnoramenny trojihelnik ABC tak. aby
platilo:

bod S ledi na strand AB,

bod € lezl na kruzniei k,

ramena AC a BC protinaji kruZnici & v bodech N a O,
usecka NO je stiedni pfickou trojihelnika ABC.

[Usecka SO je vyskon a asou soumérnosti trajihelnikn ABC, Body N a O lezi na ose
usecky SO, prip. také na krugnici shodné s & se stfedem v bodé O Konstrukei lze zaéit
& libovolnym bodem € na kruZnici &, poté vvudit kolmosti N L SO, Al 1 §C a vlastnosti
stiedni pricky.|
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Z8-1-6

Jondas a Michal sestavili kaZdy svij osmiboky jehlan s deviti ruznymi cisly na jeho
ruznych sténdch. Vsechna cisla byla vétsi neZ 10, menst neZ 30 a Zadné nebylo délitelné
ctyrmi. Pro kaZdy vrchol vsak soucet cisel na vsech stendch, které ho obsahovaly, byl deli-
telny ctyrmi. Jonds tvrdil, Ze na dvou bocnich sténdch ma cisla 14 a 15. Michal tvrdil, Ze
na dvou bocnich sténdach ma cisla 14 a 17.

Kdo z chlapci mel pravdu? (K. Pazourek)

NAVODNE A DOPLNUJICI ULOHY

N1. Silva zkoumala ¢tyistén, ktery se objevil na jeji lavici. Na ¢tyfech sténach byla napsana
CtyTi razné cisla, zadné z nich nebylo délitelné tremi. Pro kazdy vrchol vsak soucet
¢isel na tfech sténach, které ho obsahovaly, délitelny tFfemi byl. Ktera ¢isla mohla byt
napsana na sténach c¢tyrsténu? Najdéte alespon dvé moznosti.

[Pro dvé libovolna ¢isla lze tieti doplnit tak, aby soucet vSech tii byl délitelny tfemi.
Aby soudet Cisel na kazdych tfech sténach byl délitelny tfemi, musela vSechna ¢isla po déleni
tiemi davat stejny zbytek, tj. kazd4 dvé &isla se lisila o nasobek tii. ReSeni je nekonecné
mnoho, dvé vyhovujici étvefice jsou 1, 4, 7, 10 a 2, 5, 8, 11.]

N2. Karel popsal stény krychle tak, Ze na rtiznych sténach byla riizna ptirozena cisla, soucet
¢isel na kazdych dvou protilehlych sténach byl délitelny ctyimi a nejvétsi z pouzitych
¢isel bylo co nejmensi. Ktera ¢isla Karel pouzil?

[Pro libovolné ¢islo na jedné sténé lze ¢islo na protéjsi sténé doplnit tak, aby jejich soucet
byl délitelny ¢tyimi. Karel pouzil ¢isla 1, 2, 3, 5, 6, 7 (dvojice na protilehlych sténdch mohl
tvofit ruzné, avsak ne libovolné).]

N3. Jindra popsal stény krychle tak, Ze na riiznych sténich byla rtizna prirozena cisla,
soucet cisel na kazdych dvou sousednich sténach byl délitelny ctyimi a nejvétsi z po-
uzitych ¢isel bylo co nejmensi. Ktera ¢isla Jindra pouzil?

[Pro ¢islo na jedné sténé nelze Cisla na ctyfech sousednich sténach doplnit vzdy tak,
aby soucty kazdych dvou sousednich byly délitelné ¢tyimi: Liché ¢islo dava po déleni ¢tyfmi
bud zbytek 1, nebo 3. Tyto dvé moznosti by se musely stfidat na kazdych dvou sousednich
sténach, a to pro tfi stény se spole¢nym vrcholem zajistit nelze. Pro suda cisla doplnéni
mozné je, nejmensi pouzitelna ¢isla jsou 2, 6, 10, 14, 18, 22 (vSechna davaji po déleni ¢tyfmi
zbytek 2), a to jsou ¢isla, kterd Jindra pouzil.]
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D1. Vrcholim Sestibokého jehlanu jsou prifazena prirozené ¢isla tak, ze riizné vrcholy maji
ruzna Cisla a pro kazdou sténu je soucet ¢isel u vsech jejich vrcholi délitelny ¢tyimi.
Ukazte, ze zbytek, ktery dava cislo u hlavniho vrcholu po déleni ¢tyrmi, nemtze byt
jiny nez nula.

[Ukazeme, ze po déleni ¢tyfmi dava cislo u hlavniho vrcholu stejny zbytek jako soucet
¢isel u vrcholt podstavy. V nésledujici tabulce jsou postupné pro vSechny zbytky u hlavniho
vrcholu rozepsany mozné zbytky u ostatnich Sesti vrchola (aby platil pozadavek pro kazdou
sténu obsahujici hlavni vrchol), na poslednim Fadku je zbytek odpovidajici jejich souctu.
Pozadavek pro podstavu jehlanu plati pouze v prvnim piipadé.]

hlavni 0 1 2 3

ostatni 012 01 013 02

032 32 213 13
012 01 013 02

032 32 213 13

012 01 013 02
032 32 213 13

soucet 0 1 2 3
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