75. ROCNIK MATEMATICKE OLYMPIADY (2025/26)

|. kolo kategorie Z9

Z9-1-1
Do rohovych policek tabulky 3 x 3 jsou vepsana cisla jako na obrazku:

12 15

Do prazdnych policek doplinte kladné cela cisla tak, aby soucin ¢isel ve vsech fadcich
a sloupcich byl stejny. Najdéte vSechny moznosti. (J. Zhouf)

MozZné reseni. Soucin danych ¢isel v prvnim rfadku je 18, ve tfetim fadku 180, v prvnim
sloupci 36 a ve tfetim sloupci 90. Cisla 18, 36 a 90 jsou déliteli ¢isla 180:
180 =18-10=36-5=90-2.

Aby souciny vSech ¢isel v téchto ¢tyfech fadcich/sloupcich byly stejné, musi byt neznama
¢isla v prvnim radku, v prvnim sloupci a ve tfetim sloupci nasobky neznamého cisla ve
tfetim radku. Toto ¢islo oznacime z, neznamé cislo v prostfednim policku oznacime y:

3 110z | 6
S| y |2z
12 = |15

Aby soucin vSech ¢isel ve druhém radku ¢i sloupci byl stejny jako vsSechny ostatni,
musi platit 1022y = 180z, a tedy xy = 18. Cislo 18 m4 Sest (kladnych) déliteli:

18=1-18=2-9=3-6,

a to jsou jediné moznosti k doplnéni neznamych x a y.
Tabulku Ize doplnit Sesti zptisoby:

3 110| 6 3120] 6 3130] 6
5 |18 2 1019 | 4 15/ 6 | 6
1211 |15 12| 2 |15 12| 3 |15
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3 (180 6 3190| 6 3 160| 6

90| 1 |36 45| 2 |18 30| 3 |12
12| 18 |15 1219 |15 121 6 |15

Poznamka. Bez tvodniho pozorovani je v tabulce pét neznamych, jejichz zavislosti lze
postupné odvodit porovnavanim soucini. Tytéz zavislosti 1ze odhalit také pomoci prvoci-
selnych rozkladd danych cisel:

2:-2-3 T 35

Z9-1-2

Utvar na obrazku je vytvofen z péti shodnjch azurovych kosoétvercii a jednoho zlu-
tého pravidelného pétitnhelniku, ktery kosoctverce castecné prekryva. Kosoc¢tverce sousedi
celymi stranami a na nich lezi vrcholy pétithelniku. Pomér velikosti poloméru kruznice
opsané pétithelniku a strany kosoctverce je 4 : 7.

Rozhodnéte, zda neprekryta cast kazdého kosoctverce ma vétsi, stejny, nebo mensi
obsah nez pétithelnik. (M. Domanyova)

Poznamka: obrazek je pouze ilustracni.

25



MozZné feSeni. Vybirame jeden ¢astecné prekryty kosoctverec, prislusné body oznacime
jako na obrazku:

D

E C

F“’VB
A
Usecky BEF a CFE jsou rovnobézné, tedy trojihelniky ABF a ACE jsou podobné.
Usecka AB predstavuje polomér kruznice opsané pétithelniku, isecka AC je stranou koso-

¢tverce. Jejich velikosti jsou v poméru 4 : 7, a to je také koeficient podobnosti trojuhelnikt
ABF a ACE. Pro jejich obsahy tedy plati

SABFZSACE:16149. (*)

Pétitthelnik méa obsah 554, nepiekryta ¢ast koso¢tverce ma obsah 2510 — Sapr.
Oba obsahy vyjadiime pomoci (%) a porovnavame:

16 80
5SaBr =5 10 Sace = 10 Sack,
16 82
254cE — SaBr = (2 - E) Sace = 10 SacE.

Neprekryta cast kosoctverce ma vétsi obsah nez pétiuhelnik.
Poznamka. Pro obecny koeficient k& podobnosti trojihelniki ABF a ACE vychazi
5SaBr = 2SacE — Sapr, pravé kdyz 5k* = 2 — k% neboli k* = 1/3. Pro k = 4/7 do-
stavame k? = 16/49 < 1/3, a tedy 5Sapr < 2SacE — SaBF-

Z9-1-3
Na tabuli je napsano né€kolik po sobé jdoucich ptirozenych ¢isel pocinaje jednickou.
Kazdé z téchto ¢isel mé bud azurovou, nebo Zlutou barvou. Soucet kazdych dvou rtiznoba-
revnych cisel je prvocislem, soucet kazdych dvou stejnobarevnych cisel je slozenym cislem.
Kolik nejvice ¢isel miuze byt napsano na tabuli? (P. Bak)

MozZné reseni. Postupné probereme moznosti podle poctu ¢isel na tabuli, kde v kazdém
kroku rozsitime zévéry kroku piedchoziho. V pfipadech s vice moznymi soucty vypisujeme
prvociselné vysledky na prvnim radku, slozené vysledky na druhém.

e Piipad s jednim ¢islem vyhovuje trividlné, nebot neni co séitat.
e Pro dvé cisla je jediny mozny soucet

1+2=3,
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a to je prvocislo. Tento ptipad je vyhovujici, pravé kdyz jsou ¢isla 1 a 2 rtiznobarevna.
e Pro tii ¢isla jsou tfi mozné soucty; navic k predchozimu to jsou

24+3=5,
1+3=4.

Tento pripad je vyhovujici, pravé kdyz ¢isla 1 a 3 maji jednu barvu a ¢islo 2 druhou.
e Pro c¢tyfi cisla je Sest moznych souct; navic k predchozim to jsou

1+4=5 3+4=T1,
244 =6.

Tento pripad je vyhovujici, pravé kdyz ¢isla 1 a 3 maji jednu barvu a cisla 2 a 4
druhou.
e Pro pét cisel je deset moznych souctii; navic k predchozim to jsou

24+5=71,
1+5=6, 3+5=8, 4+5=09.

Tento pfipad je nevyhovujici: nové ¢islo 5 ma mit jinou barvu nez 2 (2 +5 = 7)
a stejnou barvu jako 4 (4 4+ 5 = 9), pfitom ¢isla 2 a 4 maji barvu stejnou (2 + 4 = 6).

Pripady s vice nez péti ¢isly zahrnuji vSechny predchozi soucty, tedy jsou vsechny
nevyhovujici (problém s barvou ¢isla 5).
Na tabuli mohou byt napsana nanejvys ¢tyfii ¢isla.

7Z9-1-4

Prirozené cislo se nazyva ctvereckovée, pokud jeho zapis obsahuje ¢islici nebo skupinu
po sobé jdoucich ¢islic, jez jsou zapisem druhé mocniny kladného celého ¢isla. (Napft. éisla
257 a 725 jsou ¢tvereckova, Cisla 275 a 572 nikoli.)

Urcete pocet vSech dvojmistnych ¢tvereckovych cisel. (M. Dillingerovad)

MozZné reSeni. Druhé mocniny jednomistnych ¢isel jsou
1, 4, 9, 16, 25, 36, 49, 64, 81.

Druhé mocniny dvojmistnych cisel jsou alespon trojmistna cisla a neni tfeba uvazovat.
Tedy dvojmistna c¢tvereckova cisla jsou dvojmistna cisla z predchoziho vyc¢tu nebo cisla
obsahujici ¢islice 1, 4 ¢i 9 (tyto moznosti se nevylucuji).

Dvojmistnych c¢isel obsahujicich danou nenulovou dislici je 18: pro c¢islici na misté
jednotek to je 9 moznosti (1, ..., 9%), pro ¢islici na misté desitek to je 10 moznosti (*0,
.., %¥9) a ¢islo s toutéz cislici na misté jednotek i desitek je zahrnuto v obou pfipadech.

Abychom nic neopomnéli a néco nezahrnuli dvakrat, budeme ¢tvereckova ¢isla pocitat
postupne:

e dvojmistnych ¢isel v ivodnim vyétu je 6 (jmenovité 16, 25, 36, 49, 64, 81),
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e dalsich ¢isel obsahujicich ¢islici 1 je 16 (¢isla 16 a 81 jsou jiz zapoctena),
e dalsich ¢isel obsahujicich ¢islici 4 je 14 (¢isla 14, 41, 49 a 64 jsou jiz zapoctena),
e dalsich ¢isel obsahujicich ¢islici 9 je 14 (¢isla 19, 91, 49 a 94 jsou jiz zapoctena).

Dvojmistnych ¢tvereckovych ¢isel je 6 + 16 + 14 + 14 = 50.

Poznamka. Dvojmistné ¢isla zac¢inajici ¢islici 1, 4 ¢ 9 (s libovolnou druhou éislici) jsou
¢tvereckova — takovych cisel je 3 - 10 = 30. Dvojmistné ¢isla zacinajici ¢islici 2, 3, 5, 6,
7 ¢i 8 jsou c¢tvereckova, pokud druhé cislice je 1, 4 ¢i 9 — takovych cisel je 6 -3 = 18.
Dvojmistna ¢isla, ktera jsou druhymi mocninami prirozenych cisel a ktera nejsou zahrnuta
mezi predchozimi piipady, jsou dvé — 25 a 36. Dvojmistnych ¢tvereckovych cisel je 30 +
+ 18 +2 = 50.

Z9-1-5

V lyzafském oddile se pocet vSech déti snizil o 10 %, pfitom pomér dévéat vici viem
détem vzrostl z 50 % na 55 %.

O kolik procent se zménil pocet dévcéat? (1. Jancigovad)

MozZné reseni. Oznacme d puvodni pocet dévcat v oddile. Puivodni pomér dévcéat vuci
vSem détem byl 50 %, tedy ptvodni pocet vSech déti byl 2d. Pocet vSech déti se snizil
0 10 %, tedy novy pocet vSech déti byl

Novy pomér dévéat vicéi véem détem byl 55 %, tedy novy pocet dévcat byl

35 9, 9
100 5 100

Pocet dévéat se snizil o 1%.

Z9-1-6

Kruznice k a [ se zvnéjsku dotykaji a polomér kruznice £ je stejny jako prumér kruznice
[. Bod S je stfedem kruznice k, bod T je bodem dotyku kruznic, bod A lezi na kruznici [
mimo spojnici stfedit kruznic a bod M je stfedem tsecky AS.

Dokazte, ze thel AT M je pravy. (L. Komin)

MozZné rFeseni. Dotyk kruznic k a [ znamend, Ze spojnice jejich stfedd prochézi bodem
dotyku T'. Druhy prutsecik této spojnice s kruznici [ oznac¢ime B.

Kruznice k je dvakrat vétsi nez kruznice [, tedy bod T je stiedem tusecky SB. Bod
M je stfedem tusecky AS, tedy MT je stfedni prickou trojuhelniku SBA. Odtud plyne,
ze tsecky AB a MT jsou rovnobézné, a proto jsou (stfidavé) thly ATM a BAT shodné.
Podle Thaletovy véty je ithel BAT pravy, tedy také thel AT M je pravy.
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