72. ROCNIK MATEMATICKE OLYMPIADY (2022/2023)
Navodné a doplnujici tlohy pro kategorii A

V prvni ¢asti textu pod zadanim kazdé ze Sesti soutéznich uloh najdete zadani
navodnych a doplnujicich dloh. Tytéz tlohy i s FeSenimi (resp. odpovédmi
a nastiny Feseni ¢i internetovymi odkazy na né) najdete ve druhé ¢asti textu.

1. V oboru redlnych cisel reste soustavu rovnic

2+ |y| = 2022,
3y + [2x] = 2023

(Symbol |a| znaci dolni celou ¢ast redlného cisla a, tj. nejuétsi celé cislo, které nent
vétsi nez a. Napr. |1,9] =1 a |-1,1] = -2.) (Jaroslav Svréek)

NAVODNE A DOPLNUJici ULOHY:

N1. V oboru redlnych ¢isel feste rovnici |3z 4+ 5] = 10.

N2. V oboru redlnych ¢&isel Feste soustavu rovnic z + |2y] =8, [3z] —y = 3.

D1. V oboru realnych ¢isel feste soustavu rovnic 3z + |y| = 10, |4z] + 2z +y = 17.
D2. V oboru redlnych ¢isel feste soustavu rovnic |z +y| =z —y, |by+ x| = by —«.

2. Je ddn ostrouhly trojuhelnik ABC. Na poloprimkdch opacniych k CA a BA lezi
postupné body B' a C' tak, Ze |B'C| = |AB| a |C'B| = |AC|. Dokazle, Ze stred
kruznice opsané trojiuhelniku AB'C" leZi na kruznici opsané trojihelniku ABC.

(Patrik Bak)

NAVODNE A DOPLNUJiCI ULOHY:

N1. Dokazte, ze konvexni ctyrthelnik ABCD je tétivovy (tj. jeho vrcholy lezi na
jedné kruzmici), pravé kdyz plati | < ABD| = |<ACD].

N2. Dokazte, ze konvexni ¢tyiihelnik ABCD je tétivovy, pravé kdyz soucet velikosti
uhli ABC a ADC' je 180°.

N3. Dokazte tvrzeni ,o Svrckové bodu*: V libovolném trojihelniku ABC' prochazi
osa vnitiniho thlu BAC stfedem toho oblouku BC' kruznice opsané trojuhel-
niku ABC', na kterém nelezi vrchol A.

D1. Dokazte tvrzent , o trech prstech®: V daném trojihelniku ABC' oznacme [ stied
kruznice vepsané a .S stfed toho oblouku BC' kruznice opsané trojuhelniku ABC,
na kterém nelezi vrchol A. Pak plati |SB| = |SI| = |SC]|.

D2. Dokazte, ze osa vnéjsiho thlu pii vrcholu A libovolného trojuhelniku ABC
prochazi stredem toho oblouku BC' kruznice opsané trojihelniku ABC, na
kterém lezi vrchol A.

D3. Je dan ostrotihly trojuhelnik ABC. Uvnitt strany AB lezi bod D a na poloprimce
opacné k C'A lezi bod E tak, ze |BD| = |CE|. Dokazte, ze kruznice opsané
trojuhelnikiim ABC a ADFE maji kromé bodu A jesté dalsi spolecny bod na ose
uhlu BAC.
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3. Pro dané kladné celé cislo n uwvazme obdélnikovyj hraci pldn 2n X2 a na nem 2n Zetonai
ocislovanych 1,2,...,2n a rozmisténgch jako na obrdzku vlevo. V jednom tahu je
mozné posunout jeden Zeton z jeho policka na policko sousedici stranou, pokud je
prazdné.* Kolika nejméné tahy lze z puvodniho rozestaveni ziskat rozestaveni na
obrazku vpravo?

00 @ @ e

(Josef Tkadlec)

NAVODNE A DOPLNUJiCI ULOHY:

N1. Uvazujme situaci soutézni tulohy pro n = 3. Vodorovnym nazveme kazdy tah,
prii kterém je zeton posunut v fadku. Udejte priklad posloupnosti tahti, kterou
splnime cil tlohy a ktera pfitom obsahuje nejmensi mozny pocet vodorovnych
taht.

N2. Rovnost 14+2+4+5+...+(3n—2)+(3n—1) = 3n? dokaZte pro kazdé pfirozené
¢islo n.

N3. Zdtvodnéte, ze v pribéhu tahti vedoucich k cili soutézni tlohy se z kazdych dvou
zeton musi aspon jeden nékdy dostat do horniho radku hraciho planu.

D1. Uvazujme stejné pocateéni rozestaveni 2n zetonu jako v soutézni tloze. Kolika
nejméné tahy lze ziskat rozestaveni, kdy opét vsechny Zetony budou v dolnim
radku, avsak zeton 1 se ocitne v poslednim sloupci?

D2. V jedné tadé stoji n zetond postupné s ¢isly od 1 do n. V kazdém tahu mtzeme
navzajem vymeénit dva sousedni Zetony. Kolika nejméné tahy lze ptivodni poradi
zetonl zménit na opacné, tj. s ¢isly od n do 1?7

D3. V situaci ze soutézni tlohy je tentokrat v dolnim fadku rozmisténo 2n Zetonti
s ¢isly 1, 2,...2n v libovolném poradi. Kolika nejméné tahy lze vzdy dosahnout
toho, aby vSech 2n zetont bylo v dolnim fadku rozmisténo vzestupné, tj. v poradi
jako na zacatku ptavodni ilohy?

4. Jsou ddna dve lichd prirozend cisla k a n. Martin pro kaZda dvé prirozend cisla i, j
spliiujici 1 £ i =k al < 5 < n napsal na tabuli zlomek i/j. Urcete medidn vsech
téchto zlomki, tedy takové redlné cislo q, Ze pokud vsechny zlomky na tabuli seradime
podle hodnoty od nejmensi po nejvétsi (zlomky se stejnou hodnotou v libovolném
poradi), uprostred tohoto seznamu bude zlomek s hodnotou q. (Martin Melicher)

NAVODNE A DOPLNUJICI ULOHY:

N1. Martin napsal na tabuli hodnotu rozdilu i/j — j /i pro kazdou dvojici pfirozenych
¢isel i £ 5, 5 < 5. Urcete medidn vSech ¢isel na tabuli.

N2. Reste soutézni tilohu pro pifpad k = n.

N3. Reste soutézni tlohu pro pifpad n = 3.

* Hru si muzete vyzkouSet na http://skmo.sk/72a3.
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N4.

D1.

D2.

D3.

D4.

D5.

Dokazte, ze pro libovolnou ¢tverici redlnych ¢isel a, b, ¢ a d, kde ptritom b > 0 a
d > 0, plati implikace

a N a - a+c - c

b d b b+d d

Napisme na tabuli soucet a+b+c+d+e pro kazdou pétici (a, b, ¢, d, ) pFirozenych
¢isel mensich nez 6. Urcete medidn vsech 5° ¢isel na tabuli.

Necht k, n jsou lichd pfirozena ¢isla. Pro kazda dvé prirozend Cisla i Sk, j S n
napisme na tabuli zlomek (i — j)/(i + 7). Urcete median vsech téchto zlomku.
Vyuzijte k tomu vysledku soutézni tlohy.

Uvazujme mnozinu {1,2, 4,5, 8,10, 16, 20, 32, 40, 80, 160} a vSechny jeji t¥iprvkové
podmnoziny. Rozhodnéte, zda je vice téch, které maji soucin svych prvka veétsi
nez 2006, nebo téch, které maji soucin svych prvka mensi nez 2006.

Martin pro kazdou neprazdnou podmnozinu M mnoziny {0, 1,...,16} napsal na
tabuli zbytek souctu vSech prvka z M po déleni ¢islem 17. Urcete, ktery zbytek
ma na tabuli nejvétsi pocet vyskyti.

Zlomkovou ¢asti {x} redlného ¢isla z nazyvame ¢islo {z} = x—| x|, kde |z | znaci
celou cdst Cisla z (viz soutézni tlohu 1). Uvazujme jednak medidn cisel {v/1},
{V2},..., {v/999 999}, jednak medidn ¢isel {+/1}, {¥/2},..., {/999999}. Ktery

z téchto mediant je vétsi?

5. Je ddn ostrouhly ruznostranny trojuhelnik ABC'. Osa vnitrniho thlu u vrcholu A a osy
stran AB, AC' vymezuji trojuhelnik. Dokazte, Ze prisecik jeho vysek lezi na téznici
z vrcholu A. (Josef Tkadlec)

NAVODNE A DOPLNUJICI ULOHY:

NI.

N2.
N3.

N4.
D1.

D2.

D3.

Necht X je vnitini bod trojihelniku ABC'. Dokazte, ze X lezi na jeho téznici
z vrcholu A, pravé kdyz trojihelniky ABX a ACX maji stejny obsah.

Umluva. V Glohdch N2-N4 budeme zkoumat situaci ze soutézni ilohy. Necht tedy
v ostrothlém riznostranném trojihelniku ABC znac¢i M stied strany AB, K a L
pruseciky osy thlu pri vrcholu A po radé s osami stran AB a AC, jejichz prusecik
je oznacen O; koneéné H znadi prusecik vysek trojihelniku K LO.

Dokazte, ze vzdalenost bodu H od pfimky AC je rovna |[K M
Necht ptimka HK protina stranu AB v bodé E a ptimka HL stranu AC
v bodé F'. Dokazte, ze piimka AH déli usecku E'F na dva shodné tseky.

Pri oznaceni z tlohy N3 dokazte, ze trojuhelniky EM K a F'N L jsou podobné.
Uzitim vysledku tlohy N1 dokazte znamé tvrzeni, ze téznice libovolného troju-
helniku se protinaji v jednom bodé.

V trojuhelniku ABC oznac¢me D prusecik osy ihlu BAC se stranou BC'. Dokazte,
ze |BD| : |DC|=|AB|: |AC|.

Osa tthlu BC A trojihelniku ABC' protne jemu opsanou kruznici v bodé R rizném
od bodu C, osu strany BC' protne v bodé P a osu strany AC' v bodé Q). Stred
strany BC oznac¢ime K a stied strany AC' oznac¢ime L. Dokazte, ze trojuhelniky
RPK a RQL maji stejny obsah.
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6. Uvazujme posloupnost (a,)32 definovanou ndasledovné:

a1 =3 a a,=ayaa;s...a,_1 — 1 pro vSechna n = 2.

Dokazte, Ze existuje

a) nekonecné mnoho prvocisel délicich alespori jeden clen této posloupnosti;
b) nekonecné mnoho prvocisel nedélicich Zadny clen této posloupnosti.

(Martin Melicher)

NAVODNE A DOPLNUJICI ULOHY:

NI.
N2.
N3.
N4.

D1I.
D2.

D3.

D4.

D5.

V tlohach N1-N4 a D1 znadi (a,,)22; posloupnost ze zadani soutézni tlohy.
Dokazte, ze kazdé dva cleny a,,, a, jsou v pripadé m # n dvé nesoudélna cisla.
Pro kazdé n = 3 vyjadrete a, pouze pomoci a,_1.

Necht p = 3 je prvocislo a necht p | a,, — 1 pro néjaké n. Dokazte, Ze p 1 a,, plati
pro kazdé m = n.

Necht p = 3 je prvocislo a necht p | a,, — 1 pro néjaké n. DokaZte, Ze p 1 a,, plati
pro kazdé m < n.

Dokazte, Ze ¢isla a2, +a,, +1 a a2 +a, +1 jsou v piipadé m > n = 2 nesoudélna.
Dokazte, ze existuje nekoneéné mnoho prvocisel, z nichz kazdé je délitelem souctu
22" 41 pro néjaké piirozené é&islo n.

Dokazte, ze existuje nekone¢né mnoho prvocisel, z nichz kazdé je délitelem rozdilu
22n=1 _ 1 pro néjaké pfirozené &islo n.

Dokazte, ze existuje nekonecné mnoho prvocisel, kterd nejsou déliteli souctu
22" 41 pro zadné pfirozené &islo n.

Dokazte, ze existuje nekonecné mnoho prvocisel, kterd nejsou déliteli rozdilu
22n=1 _ 1 pro zadné pfirozené &islo n.

Na nasledujicich stranach najdete stejné navodné a doplnujici tlohy jesté
jednou, zato doplnéné o vysledky s nastiny feseni Ci o internetové odkazy na

né.



72. ROCNIK MO (2022/2023) NAVODNE ULOHY DOMACI CASTI KATEGORIE A

1. V oboru redlnyjch cisel 1este soustavu rovnic

2 + |y| = 2022,
3y + [2z] = 2023

(Symbol |a| znaci dolni celou ¢ast redlného cisla a, tj. nejuétsi celé cislo, které nent
vetsi nez a. Napr. [1,9] =1a |—1,1] =-2.) (Jaroslav Svréek)

NAVODNE A DOPLNUJICT ULOHY:

N1.

N2.

D1.

D2.

V oboru redlnych &sel feste rovnici [3z + 5] = 10. [z € (2,2). Redlné &islo =
spliiuje danou rovnici, pravé kdyz 10 < 3x+5 < 11. VSechna FeSeni této soustavy
dvou nerovnic tvori interval <§, 2)]

V oboru redlnych éisel feste soustavu rovnic = + [2y| = 8, [3z] —y = 3.
[(z,y) = (2,3). Podle prvni rovnice je ¢islo x celé, podle druhé je rovnéz ¢islo y
celé. Tim padem [2y| = 2y a |3z] = 3z, takze mame soustavu x + 2y = 8§,
3x —y = 3. Ta mé jediné feseni (x,y) = (2,3), coz je i FeSeni ptivodni soustavy
(nebot obé ¢isla x, y vysla celd).]

V oboru realnych ¢isel feste soustavu rovnic 3z + |y| = 10, [4z| + = +y = 17.
[Dvé feSent (z,y) = (4, 2) a (z,y) = (5. —%). Podle prvnf rovnice je ¢islo 3z
celé, podle druhé je rovnéz cislo x + y celé. Tim padem nastane jeden ze tii
pifpadi: a) Cislo x je celé. Pak i ¢isla y a 42 jsou celd. Dostdvame soustavu
3z +y = 10, 52 + y = 17, kterd vSak nemé feSeni v oboru celych &sel. b) Cislo
x je tvaru x = 2’ + %, kde 2’ je celé Cislo. Pak y = ' + % pro néjaké celé
¢islo ¢ a |42 | = 42’ 4+ 1. Dostaneme tak soustavu 3z’ +y' = 9, 52’ +¢' = 15
s jedingm FeSenfm (2/,y') = (3,0), kterému odpovida TeSeni (z,y) = (12,%)
puvodni soustavy. ¢) Cislo o je tvaru z = 2/ + %, kde 2’ je celé cislo. Pak
y =y + % pro néjaké celé cislo ¢y a [4z] = 42’ + 2. Tentokrat ndm vyjde
soustava 3z’ +1y = 8, 5x’ +y' = 14 s jedinym FeSenim (z/,y") = (3, —1), kterému
12

odpovida Teseni (x,y) = (3, —g) puvodni soustavy.]

V oboru redlnych ¢isel feste soustavu rovnic |z +y| =z — vy, [by+ x| = by — .
[Dvé feseni (z,y) = (0,0) a (z,y) = (., 3). Jelikoz obé &isla z — y a 5y — z jsou
cela, jejich soucet rovny 4y je rovnéz celé ¢islo. Proto ze zadanych rovnic plyne
Sy—r=[dy+z]=dy+Wy+a) =dy+ly+tz| =4y+(r—-y) =3y +ux,
tj. by — x = 3y + x, odkud nutné y = x. Plvodni soustavu pak lze zapsat jako
dvojici rovnic |2z] = 0 a |6x]| = 4x. Této soustavé vyhovuji pravé ta redlna x,
pro néz soucasné plati 0 < 2z < 1, 4o < 6x < 4x + 1 a pritom ¢islo 4z je celé.
Protoze vSechny nerovnice z posledni véty jsou splnény pouze pro z € (0, %),
vyhovuji prévé hodnoty v =0 a z = ]

2. Je ddn ostrouhly trojuhelnik ABC'. Na poloprimkdch opacnijch k CA a BA lezi
postupné body B' a C' tak, Ze |B'C| = |AB| a |C'B| = |AC|. Dokazle, Ze stred
kruznice opsané trojiuhelniku AB'C" leZi na kruznici opsané trojihelniku ABC.

(Patrik Bak)
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NAVODNE A DOPLNUJiCT ULOHY:

NI.

N2.

N3.

DI.

D2.

Dokazte, Ze konvexni ¢tyfthelnik ABCD je tétivovy (tj. jeho vrcholy lez na
jedné kruznici), prave kdyz plati [XABD| = |<ACD)|. [a) Necht vrcholy A, B,
C, D lezi na kruznici se stiedem S. Podle véty o obvodovém a stfedovém thlu
pak plati | ABD| = $|5xASD| = |£XACD|. b) Necht naopak plati [« ABD| =
= |xACD]|. Ozna¢me Sy, S stfedy kruznic opsanych po fadé trojuhelnikiim
ABD, ACD. Oba tyto stfedy lezi na ose usecky AD a ve stejné poloroviné
s hrani¢ni primkou AD. Podle véty o obvodovém a stredovém thlu navic plati
|XAS1D| = 2|<ABD| = 2|xACD| = |xAS2D|. Dohromady uz dostavame, zZe
Sy = Sy, takze kruznice opsané trojihelnikim ABD, AC'D splyvaji.]

Dokazte, ze konvexni ¢tyrtuhelnik ABC' D je tétivovy, praveé kdyz soucet velikosti
uhlit ABC a ADC je 180°. [a) Necht vrcholy A, B, C, D lezi na kruznici se
sttedem S. Konvexni a nekonvexni tthel ASC' se doplnuji do tthlu 360°. Soucet
velikosti téchto dvou stredovych 1hli je roven dvojnasobku souctu velikosti ob-
vodovych thli ABC a ADC, ktery sdm je tudiz roven 180°. b) Necht naopak
plati |[<ABC| + |£ADC| = 180°. V pripadé, kdy oba thly ABC, ADC' jsou
pravé, plyne potiebny zavér z Thaletovy véty. V opa¢ném pripadé miizeme pred-
pokladat, ze napt. ihel ABC je ostry a tthel ADC' je tupy. Pak uvnitt poloroviny
AC B lezi jak stted S kruznice opsané trojihelniku ABC| tak i stied Sy kruznice
opsané trojihelniku ADC' pfitom oba konvexni tthly AS;C a AS>C maji po fadé
velikosti 2| X ABC| a 360° — 2| < ADC, které jsou diky predpokladu stejné. Navic
oba body S7, 92 lezi na ose tusecky AC, takze dohromady dostavame S; = Sy,
a tedy kruznice opsané trojihelnikim ABC', ADC splyvaji.|

Dokazte turzeni ,o Svrckové bodu“: V libovolném trojihelniku ABC' prochazi
osa vnitiniho thlu BAC stfedem toho oblouku BC' kruznice opsané trojuhel-
niku ABC, na kterém nelezi vrchol A. [Oznaé¢me S # A druhy prisecik osy
uhlu BAC s kruznici opsanou trojihelniku ABC. V tétivovém ctytthelniku
ABSC plati |[xCBS| = |xCAS| = |¥«BAS| = |¥BCS]|. To znamend, ze BSC je
rovnoramenny trojuhelnik se zakladnou BC, tudiz S je stied prislusného oblouku
BC'. Jinak lze vyuzit obecnéjsi tvrzeni: dva obvodové thly v téze kruznici jsou
shodné, pravé kdyz jsou shodné oblouky, kterym tyto obvodové tihly odpovidaji.]
Dokazte turzeni ,o trech prstech”: V daném trojihelniku ABC' oznacme [ stied
kruznice vepsané a S stfed toho oblouku BC' kruznice opsané trojuhelniku ABC),
na kterém nelezi vrchol A. Pak plati |SB| = |SI| = |SC|. [Staé¢i zfejmé dokdzat
jen jednu rovnost |SB| = |SI|. Pii standardnim znaceni velikosti vnitinich dhla
trojiuhelniku ABC' plati

| SBI| = |<SBC|+ |xCBI| = |£SAC| + /2 = a/2 + /2.
Protoze SIB je vnéjsi thel trojuhelniku ABI, plati rovnéz
|XSIB| = |XIAB| + |XABI| = /2 + 3/2.

Trojihelnik S1B tak skutecné ma shodna ramena SB a S1.|
Dokazte, ze osa vnéjstho thlu pii vrcholu A libovolného trojuhelniku ABC
prochazi stredem toho oblouku BC' kruznice opsané trojthelniku ABC, na
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D3.

kterém lezi vrchol A. [Oznacme N # A druhy prisecik osy vnéjsiho tihlu pri
vrcholu A s kruznici opsanou (v ptipadé |[AB| = |AC|, kdy se tato osa kruznice
opsané pouze dotyka, je tvrzeni tlohy zfejmé). Uvazme rovnéz bod S z tlohy N3.
Protoze S lezi na ose vnitiniho thlu, N na ose vnéjsiho thlu a tyto dvé osy jsou
navzajem kolmé, plati | SAN| = 90°. Podle Thaletovy véty je pak SN prumérem
kruznice opsané. Jelikoz S je pritom stied jejiho oblouku BC' neobsahujiciho
bod A, N je stied druhého oblouku BC']

Je dan ostrouihly trojihelnik ABC'. Uvnitt strany AB lezi bod D a na polopfimce
opacné k C'A lezi bod E tak, ze |BD| = |CE|. Dokazte, ze kruznice opsané
trojuhelnikim ABC a ADFE maji kromé bodu A jesté dalsi spolecény bod na ose
tthlu BAC. [Na poloptimky opacné k C'A a BA dokreslime po fadé body B’ a C’
ur¢ené rovnostmi |B'C| = |AB| a |C'B| = |AC|. Podle vysledku soutézni tlohy
stfed kruznice opsané AAB'C’ lezi na kruZnici opsané AABC'. Tento vysledek
muzeme uplatnit k AAB'C” jesté jednou, kdyz za vychozi vezmeme trojihelnik
ADE a prihlédneme k rovnostem |B'E| = |B'C| — |CE| = |AB| — |BD| = |AD|
a |C'D| = |C'B|+|BD| = |AC| + |CE| = |AE)|. Stied kruznice opsané AAB'C’
lezi proto rovnéz na kruznici opsané AADE. Nasli jsme tak prusecik kruznic
opsanych AABC a ANADE, ktery je rtzny od bodu A a ktery lezi na ose
thlu BAC - jde totiz o stfed kruznice opsané trojihelniku AB'C’ a ten je
podle osy thlu BAC' soumdérny, nebot obé jeho strany AB’, AC’ maji délku
|AB| + |AC|. Jiny postup: Ozna¢me S stied kratsiho oblouku BC' kruznice
opsané AABC'. 7 tétivového ¢tyruhelniku ABSC mame |£DBS| = |<ECS],
a proto trojihelniky DBS a EC'S jsou shodné podle véty sus. Odtud | ADS| =
= 180° — |« SDB| = 180° — |xSEC| = 180° — |« SFEA|, takze podle tlohy N2 je
rovnéz ¢tyiihelnik ADSE tétivovy.]

3. Pro dané kladné celé cislo n uvazme obdélnikovy hraci pldn 2n X2 a na nem 2n Zetona
ocislovangch 1,2,...,2n a rozmisténych jako na obrdzku vlevo. V jednom tahu je
mozné posunout jeden Zeton z jeho policka na policko sousedici stranou, pokud je
prazdné.* Kolika nejméné tahy lze z pivodniho rozestaveni ziskat rozestaveni na
obrdzku vpravo?

00 @ @ e

(Josef Tkadlec)

NAVODNE A DOPLNUJICI ULOHY:

NI.

Uvazujme situaci soutézni tlohy pro n = 3. Vodorovnym nazveme kazdy tah,
pri kterém je zeton posunut v fadku. Udejte priklad posloupnosti tahti, kterou
splnime cil tlohy a ktera pfitom obsahuje nejmensi mozny pocet vodorovnych
taht. [Tabulka ma Sest sloupctd, proto s Zetonem 1 musime provést aspoil
5 tahti doprava, s zetonem 2 aspon 3 doprava, s zetonem 3 aspon 1 doprava,

* Hru si muzete vyzkouSet na http://skmo.sk/72a3.
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N2.

N3.

D1.

D2.

D3.

s zetonem 4 aspon 1 doleva, s Zetonem 5 aspon 3 doleva a s Zetonem 6 aspon
5 doleva. Celkem tak potfebujeme aspon 18 vodorovnych tahti. Vyhovujici priklad
s 18 vodorovnymi tahy: Nejprve presuneme zetony 2 az 6 nahoru, pak Zeton 1
do jeho cile, nasledné Zetony 2 az 5 doli a poté Zeton 6 do jeho cile. Takto jsme
vodorovnymi tahy pouze s zetony 1, 6 dosahli toho, ze se prohodily. Podobné pak
prohodime Zetony 2, 5 a nakonec zetony 3, 4.]

Rovnost 1 +2+4+5+ ...+ (3n —2) + (3n — 1) = 3n? dokazte pro kazdé
pfirozené ¢islo n. [Uzijeme indukei vzhledem k ¢islu n. Pro n = 1 rovnost plati
(1+2 = 3-12). Plati-li pro néjaké n = k, pak pro n = k + 1 ji odvodime takto:
14+2+4...+(3k+1)+(3k+2) = 3k*+ (3k+1)+(3k+2) = 3k*+6k+3 = 3(k+1)%.
Jiny postup: Se¢téte 2n rovnosti i+ (3n—i) = 3nproi € {1,2,...,3n—2,3n—1}
a vyslednou rovnost vydélte dvéma.|

Zduvodnéte, ze v pribéhu taht vedoucich k cili soutézni tlohy se z kazdych dvou
zetonit musi aspon jeden nékdy dostat do hornitho fadku hraciho planu. [Uvazme
zetony 7 a j, kde ¢ < j. Na zacatku je 7 nalevo od j, ale na konci je ¢« napravo od j.
Takto by se jejich poradi v dolnim tfadku nemohlo vyménit, kdyby oba zetony
byly v tomto Ffadku porad.]

Uvazujme stejné pocatecni rozestaveni 2n zetont jako v soutézni tloze. Kolika
nejméné tahy lze ziskat rozestaveni, kdy opét vsechny zZetony budou v dolnim
radku, avsak Zeton 1 se ocitne v poslednim sloupci? [4n taht. V prvnim tahu
musime posunout néjaky zeton nahoru a nékdy pozdéji ho posunout dold.
S Zetonem 1 musime vykonat aspon 2n — 1 tahit doprava. Abychom vysvétlili, ze
celkovy pocet tahti doleva je rovnéz alespon 2n—1, oznac¢me sloupce zleva doprava
cisly 1 az 2n a uvazujme proménnou veli¢inu, kterd je rovna souctu 2n ¢isel téch
sloupcti, ve kterych se jednotlivé z 2n zetonu aktualné nachézeji. Tato velicina
mé v pocatecnim i koncovém rozestaveni tutéz hodnotu (rovnou 142+ - -+ 2n),
s kazdym tahem doprava vzroste o 1, s kazdym tahem doleva klesne o 1 a pri
tazich ve sloupcich se neméni — proto musi byt celkové pocty taht doprava a taht
doleva dokonce stejné. Dokazali jsme tak, ze tahtt vSemi sméry musi byt alespon
2+ (2n—1) 4+ (2n — 1) = 4n. Pocet 4n tahu staci: Zeton 1 posuneme nahoru,
pak vSechny ostatni o 1 policko doleva a nakonec zeton 1 do posledniho sloupce
a dol.

V jedné tadé stoji n zetonii postupneé s ¢isly od 1 do n. V kazdém tahu mizeme
navzajem vymeénit dva sousedni zetony. Kolika nejméné tahy lze ptivodni poradi
zetoni zménit na opacné, tj. s ¢isly od n do 17 [@ tahu. Kazdou dvojici
zetont musime nékdy (jako sousedni dva Zetony) prehodit. Protoze vSech dvojic
je @, potfebujeme aspon @ tahti. Tolik taht skutec¢né staci — presuneme
napiiklad nejprve zeton 1 na posledni misto (n — 1 tahu), pak Zeton 2 na
predposledni misto (n — 2 taht) atd., az nakonec Zeton n — 1 na druhé misto
(1 tah). Tak vykoname pravé (n — 1)+ (n—2)+...+2+ 1= @ taht.|

V situaci ze soutézni tlohy je tentokrat v dolnim tadku rozmisténo 2n Zeton
s ¢isly 1, 2,...2n v libovolném poradi. Kolika nejméné tahy lze vzdy dosahnout
toho, aby vSech 2n zetont bylo v dolnim fadku rozmisténo vzestupné, tj. v poradi
jako na zacatku ptvodni tlohy? [Tento pocet je stejny jako pocet taht v sou-
tézni tloze (ktery zde prozrazovat nebudeme). Nejprve dokdzeme matematickou

8
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indukei nasledujici tvrzeni. Necht k je prirozené cislo. Uvazujme hraci plan k x 2,
na kterém je (pouze) v hornim radku néjaky pocet Zetonu s urcitymi navzajem
riuznymi Cisly vybranymi z mnoziny {1,2,... k}. Pak existuje takovd posloup-
nost taht, kterd pro kazdé i premisti Zeton s ¢islem i (pokud na planu je) na
dolni policko i-tého sloupce a ktera k tomu pro kazdy Zeton vyuzije nejmensi
mozny pocet tahii. Pro k = 1 tvrzeni zjevné plati. Necht je nyni & = 2 a necht
pro vSechny hraci plany &' x 2, kde &' < k, tvrzeni plati. Na zadaném planu k x 2
(ktery spliuje predpoklady tvrzeni) vezméme zeton s nejvétsim ¢islem, oznacme
je 1, tento zeton posunme doli a pak ho presunime do i-tého sloupce. Nasledné
diky indukcénimu predpokladu presuneme na spravnd mista vSechny zetony, které
se nachazeji v prvnich i — 1 sloupcich. Poté budeme po jednom zleva presunovat
jesté zetony, které v zadaném planu k x 2 pripadné ztistaly od i-tého sloupce na-
pravo: Kazdy z nich, méa-li ¢islo j, pfesuneme nejdiive doleva do j-tého sloupce
a potom dolti. Sestavili jsme tak pro zadany plan 2 x k posloupnost tahii, ktera
ma ziejmé vSechny potifebné vlastnosti; diikkaz indukei je tak ukoncen.

Prejdéme k vlastni tloze D3. Pri libovolné vychozi situaci s tahy za¢neme
tak, Ze vSechny Zetony — kromé toho s ¢islem 2n — posuneme nahoru a pak
zeton 2n presuneme na posledni misto (pokud uz tam nestdl). Nésledné k zeto-
num z prvnich 2n — 1 sloupct uplatnime posloupnost tahti z dokédzaného tvrzeni.
Nakonec pak na spravné misto pfesuneme pripadny zZeton z horniho policka po-
sledniho sloupce. Pri takové konstrukci bude pocet tahi nejvétsi, budou-li na
zacatku zetony usporadany sestupné. V tomto pripadé optimalnost konstrukce
plyne z feseni puvodni tlohy.]

4. Jsou ddana dvé lichd prirozend cisla k a n. Martin pro kaZdd dvé prirozend cisla i, j
spliujici 1 £ i <k al < 5 £ n napsal na tabuli zlomek i/j. Urcete medidn vsech
téchto zlomku, tedy takové redlné cislo q, Ze pokud vsechny zlomky na tabuli seradime
podle hodnoty od nejmensi po nejuétsi (zlomky se stejnou hodnotou v libovolném
poradi), uprostred tohoto seznamu bude zlomek s hodnotou q. (Martin Melicher)

NAVODNE A DOPLNUJiCT ULOHY:

NI.

N2.

Martin napsal na tabuli hodnotu rozdilu i/j — j /i pro kazdou dvojici prirozenych
¢isel i@ £ 5, 7 £ 5. UrCete medidn vSech ¢isel na tabuli. [Median je 0, protoze
vzdy, kdyz je rozdil i/j — j /i kladny, je opacny rozdil j/i —i/j zaporny a naopak.
Podrobnéji: oznacme f(i,7) = i/j — j/i, pak na tabuli je 25 ¢isel, z nich 5 —
f(1,1), f(2,2), f(3,3), f(4,4) a f(5,5) — je rovno 0. Zbylych 20 ¢isel rozdélime
do 10 dvojic: kazdé ¢islo f(i,j), kde i # j, sparujeme s ¢islem f(j,4). V kazdé
dvojici je zfejmeé jedno cislo kladné a jedno ¢islo zaporné. Na tabuli je tak 10 c¢isel
kladnych, 10 zapornych a 5 nul. Medidn je proto 0.]

Reste soutézni tlohu pro piipad k = n. [V tomto pripadé je medidn 1. Podobné
jako v tloze N1 vyclenime zvlast zlomky i/i s hodnotou 1 — téch je k, tedy lichy
pocet. Ostatni zlomky zase rozdélime do dvojic: kazdy zlomek i/j sparujeme
s prevracenym zlomkem j/i. V kazdé dvojici je zfejmé jeden zlomek mensi nez 1
a jeden zlomek vétsi nez 1. Zlomkt mensich nez 1 je tedy stejny pocet jako zlomkt
vétsich nez 1, takze 1 je median.]
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N3.

N4.

D1.

D2.

D3.

D4.

Reste soutézni tilohu pro piipad n = 3. [V tomto pifpadé je median (k + 1)/4.
Na tabuli mame pro kazdé i € {1,2,...,k} napsany tii zlomky /1, i/2, i/3.
Zamérme se nejprve na zlomky i/2. Protoze k je liché, ve vzestupném poradi
téchto zlomku stoji uprostfed zlomek %(1/2 4+ k/2) = (k + 1)/4, ktery tak je
jejich medidnem. Porovndme s nim nyni ostatnich 2k zlomku i/1 a i/3 s ¢itateli ¢
od 1 do k. Vyuzijeme k tomu jednak ekvivalence

i k+1 3k+1) k+1—-d k41

St s (k+1)
1<4<:>(+)@>4<:>3>4,

jednak tytéz ekvivalence s opa¢nymi znaky ostrych nerovnosti. Plyne z nich, Ze
pocet téch zlomk i/1, které jsou mensi (resp. vétsi) nez (k+1)/4, je stejny jako
pocet téch zlomki i/3, které jsou vétsi (resp. mensi) nez (k + 1)/4. Odtud uz
plyne, Ze (k + 1)/4 je hledany medidn vsech 3k zlomku.]

Dokazte, ze pro libovolnou ¢tverici realnych cisel a, b, ¢ a d, kde pritom b > 0 a
d > 0, plati implikace

a c
b brd S d

[Nerovnosti z pravé strany implikace jsou ekvivalentni s nerovnostmi a(b + d) <
< (a+c)b, resp. (a+c)d < c(b+d). Ty jsou zfejmé obé ekvivalentni s nerovnosti
ad < be, jez je dusledkem nerovnosti z levé strany implikace.

Napisme na tabuli soucet a+b+c+d+e pro kazdou pétici (a, b, ¢, d, e) prirozenych
¢isel mensich nez 6. Urcete medidn vech 5° éisel na tabuli. [Median je 15. Pétici
(3,3,3,3,3) se souctem 15 dejme stranou a ostatni pétice rozdélme do dvojic tak,
ze kazdou pétici (a, b, ¢, d, e) sparujeme s pétici (6 — a,6 —b,6 —¢,6 —d, 6 — e).
V kazdé dvojici bud obé pétice maji soucet 15, nebo jedna pétice ma soucet mensi
nez 15 a druhd pétice ma soucet vétsi nez 15.]

Necht k, n jsou lichd prirozena ¢isla. Pro kazda dvé prirozend ¢isla i Sk, j S n
napisme na tabuli zlomek (i — j)/(i + j). Urcete median vsech téchto zlomku.
Vyuzijte k tomu vysledku soutézni tlohy. [Ukazte, Ze pro kladna éisla a, b, ¢, d
plati (a—b)/(a+b) < (c—d)/(c+d), praveé kdyz a/b < ¢/d. Z hlediska usporadani
hodnot zlomkti je tedy situace na tabuli stejna jako v soutézni tloze. Oznacime-li
proto x/y medidn ze soutézni tlohy, bude hledany median roven (x —y)/(z+vy).]
Uvazujme mnozinu {1, 2, 4,5, 8,10, 16, 20, 32, 40, 80, 160} a vSechny jeji tFiprvkové
podmnoziny. Rozhodnéte, zda je vice téch, které maji soucin svych prvki vétsi
nez 2006, nebo téch, které maji soucin svych prvki mensi nez 2006. [56-A-S-2]
Martin pro kazdou neprazdnou podmnozinu M mnoziny {0,1,...,16} napsal na
tabuli zbytek souctu vSech prvka z M po déleni ¢islem 17. Urcete, ktery zbytek
mé na tabuli nejvétsi pocet vyskyti. [Zbytek 0. UkéZeme, ze pokud bychom
na tabuli nezapsali zbytek souc¢tu prvku celé mnoziny {0,1,...,16}, tak kazdy
zbytek od 0 do 16 by mél na tabuli stejny pocet vyskyti. K dikazu uvazme
vSechny k-prvkové podmnoziny {0, 1,...,16} s pevnym & od 1 do 16. Rozdélme
tyto podmnoziny do 17prvkovych skupin tak, ze v kazdé skupiné budeme mit
s kazdou mnozinou {z1,...,x;} nasledujicich 16 mnozin (s¢itani ddle chdpeme
jako operaci se zbytky modulo 17): {1+ zy,..., 1+ i}, {24 21,..., 2+ 2%}, ...,
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D5.

{16 + z1,...,16 + xx}. Zbytky souctu prvku jednotlivych 17 mnozin v kazdé
skupiné tedy budou zbytky > x;, k+ > x;, 2k + > x4, .., 16k + > ;. V tomto
seznamu zbytkt bude kazdy ze 17 moznych zbytkt zastoupen pravé jednou,
a to diky nesoudélnosti cisel k£ a 17. Protoze to plati pro kazdou vytvorenou
skupinu, kazdy zbytek bude zbytkem souctti prvki stejného poctu k-prvkovych
podmnozin, a to pro kazdé k od 1 do 16. Tim je slibeny dikaz hotov. Protoze
nezahrnutd 17prvkova mnozina {0, 1, ..., 16} ma soucet prvku 136 se zbytkem 0,
je tento zbytek zapsan na tabuli v po¢tu o 1 vétsim nez kazdy jiny ze 16 zbytk.
Zlomkovou c¢dsti {x} redlného éisla x nazyvame ¢islo {x} = = — |z], kde |z|
znaci celou cast ¢isla z (viz soutézni ulohu 1). Uvazujme jednak medidn cisel
(V1 {V2Y, ..., {V/999 999}, jednak medidn cisel {v/1}, {v/2}, ..., {v/999999}.
Ktery z téchto medidnu je vétsi? [Vétsi je druhy medidn. Necht n je prirozené
¢islo. Vsimnéme si, ze pro celd ¢isla i od n? do n? + n, kterych je n + 1, plati
n<Vi<n+ %, takze {\/5} < % Podobné pro celd ¢sla i od n? +n + 1 do
n®+2n = (n+1)? — 1, kterych je n, plati {v/i} > . Porovnanim obou pocti i
zjistujeme, Ze pro nejtésnéjsi vétsinu celych &sel i z intervalu (n?, (n + 1)% — 1)
je hodnota {v/i} mensf nez 3. Nechédme-li n probfhat hodnoty od 1 do 999,
uvazované intervaly disjunktné pokryji celd ¢isla pravé v rozpéti od 1 do 999 999.
Proto je v prvni zadané posloupnosti vétsina c¢isel mensich nez %, tudiz je takovy
i jejich medidn. Podobné se nynf pro pfirozené n podivejme na hodnoty {v/i} pro
celd &isla i 7z intervalu (n?, (n + 1)® — 1). Pro uvazované i plati {V/i} < 3, prévé
kdyz i < (n+1)° = n? +9n?+ fn+ 5. Polet dotyénych i, které splituji posledni
podminku, je tedy pravé L%n%—%n—f—%] +1, coz neprevysuje hodnotu %nQ—i—%n—i—%,
kterd je diky n = 1 mensf nez 1 [(n+1)* —n3]. Nerovnost {V/i} < 3 tak splituje
mensina celych ¢isel ¢ ze zkoumaného intervalu. Vezmeme-li nyni n od 1 do 99,
tyto intervaly disjunktné pokryji celd ¢isla praveé v rozpéti od 1 do 999 999. Proto
je v druhé zadané posloupnosti vétsina cisel vétsich nez %, tudiz je takovy i jejich
median. Dohromady dostédvame, Ze druhy median je vétsi nez prvni.]

5. Je ddn ostrouhly ruznostranny trojuhelnik ABC'. Osa vnitrniho uhlu u vrcholu A a osy
stran AB, AC vymezuji trojuhelnik. DokaZte, Ze prisecik jeho vysek lezi na tézZnici
z vrcholu A. (Josef Tkadlec)

NAVODNE A DOPLNUJICI ULOHY:

NI.

Umluva. V feSenich tdloh budeme obsah trojihelniku XY Z znaéit [XY Z].
Necht X je vnitini bod trojihelniku ABC'. Dokazte, ze X lezi na jeho téznici
z vrcholu A, pravé kdyz trojuhelniky ABX a AC X maji stejny obsah. [Ozna¢me
D prisecik poloptimky AX se stranou BC. Trojuhelniky ADB a ADC' maji
spole¢nou vysku z vrcholu A, proto [ADB] : [ADC] = |DB| : |DC|. Podobné
také [ XDB]: [XDC| = |DB]|: |DC|. Dohromady dostédvame

[ABX] [ADB]—[XDB] Ipol-[ADC]—I5al-[XDC] _ |DB|

[ACX]| ~ [ADC]| — [XDC] [ADC] — [XDC] ~ DO
11
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N2.

N3.

N4.

D1.

D2.

D3.

Vidime, ze trojihelniky ABX a ACX maji stejny obsah, pravé kdyz |DB| =
= |DC|, tj. pravé kdyz D je stied BC neboli AD je téznice trojihelniku ABC.
Jiny postup: Spojme vnitini bod X s vrcholy A, B, C' a stfedem D strany
BC. Protoze [ X BD] = [XCD], rovnost [ABX]| = [ACX] nastane, pravé kdyz
[ABX] + [XBD] = [ACX]| + [XCD], tedy pravé kdyz dvojice tsecek AX, XD
puli obsah trojuhelnitku ABC. To zrejmé plati, pokud X lezi na tsecce AD, a
navic to ziejmé neplati, lezi-li X uvnitf jednoho z trojihelniki ABD, ACD.|
Umluva. V tlohdch N2-N4 budeme zkoumat situaci ze soutézni ilohy. Necht tedy
v ostrotthlém rtznostranném trojihelniku ABC znac¢i M stied strany AB, K a L
pruseciky osy uhlu pri vrcholu A po fadé s osami stran AB a AC', jejichz prusecik
je oznacen O; konecéné H znadi prusecik vysek trojuhelniku K LO.

Dokazte, ze vzdalenost bodu H od primky AC je rovna |[KM|. [Z KH L
1 LN 1 AC mame KH | AC. Tim padem vzdalenost H od AC je stejnd
jako vzdalenost K od AC'. Jelikoz K lezi na ose thlu BAC, ma od AC stejnou
vzdalenost jako od AB, tedy |KM]|.]

Necht primka HK protind stranu AB v bodé F a primka HL stranu AC
v bodé F. Dokazte, ze pfimka AH déli tsecku EF na dva shodné useky. [Plati
HE | AC a HF || AB, takze AEHF je rovnobéznik. Jeho thlopticky EF a AH
se proto navzajem puli.|

Pr1i oznaceni z ulohy N3 dokazte, Ze trojuhelniky EM K a F'NL jsou podobné.
[Plyne to z véty uu, protoze trojihelniky maji u vrcholi M, N pravé thly a také
jejich dhly u vrchou E, F jsou shodné (diky rovnobéZniku AEHF, viz TeSeni
N3).]

Uzitim vysledku tlohy N1 dokazte znamé tvrzeni, ze téznice libovolného trojiihel-
niku se protinaji v jednom bodé. [V trojihelniku ABC ozna¢me T prusecik téznic
z vrcholi B a C'. Z tlohy N1 vime, ze [ABT] = [BCT)] a [BCT] = [ACT], odkud
[ABT]| = [ACT], tudiz opét podle ulohy N1 bod T lezi na téznici z vrcholu A.]
V trojihelniku ABC oznac¢me D prisecik osy thlu BAC se stranou BC'. Dokazte,
ze |BD| : |DC| = |AB]| : |AC|. [Trojihelniky ABD a AC'D maji spole¢nou vysku
z vrcholu A, proto [ABD]| : [ACD] = |BD| : |DC|. Zaroven vSak maji shodné
vysky z vrcholu D, takze [ABD] : [ACD] = |AB| : |AC|. Z obou rovnosti uz
plyne potiebny zéver.]

Osa tthlu BC A trojuhelniku ABC protne jemu opsanou kruznici v bodé R rizném
od bodu C, osu strany BC' protne v bodé P a osu strany AC v bodé ). Stred
strany BC' oznac¢ime K a stfed strany AC oznac¢ime L. Dokazte, ze trojihelniky
RPK a RQL maji stejny obsah. [IMO 2007, tloha 4, fes. IMO Shortlist 2007,
Problem G1.]

6. Uvazujme posloupnost (a,)5> definovanou ndsledovné:

a1 =3 a a,=a1aas...a,_1 — 1 pro vSechna n = 2.

Dokazte, Ze existuje

a) nekonecné mnoho prvocisel délicich alespon jeden clen této posloupnosti;
b) nekonecné mnoho prvocisel nedélicich Zidny clen této posloupnosti.

(Martin Melicher)
12
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NAVODNE A DOPLNUJiCT ULOHY:

N1.

N2.

N3.

N4.

D1.

D2.

D3.

D4.

V tlohach N1 N4 a D1 znadi ()52, posloupnost ze zadéni soutézni tlohy.
Dokazte, ze kazdé dva cleny a,y,, a, jsou v pripadé m # n dvé nesoudélné ¢isla.
[Je-li m > n neboli m — 1 2 n, pak z rovnosti a,, = ajasas...a,_1 — 1 plyne
an | am~+1. Pro nejvétsi spolecny délitel D cisel ay,, a,, tak plati D | a,, a zaroven
D | ay | ap, + 1, takze rovnéz D | (ay, + 1) —ay, = 1, tj. D = 1]

Pro kazdé n = 3 vyjadrete a, pouze pomoci a,_1. [a, = (aray...an_2)an_1 —
—1=(ap1+Van1—1=a> 1 +a,1—1]

Necht p = 3 je prvocislo a necht p | a,, — 1 pro néjaké n. Dokazte, ze p 1 a,, plati
pro kazdé m = n. [Jelikoz p 2 3 a a3 — 1 = 2, tak n # 1. Z predpokladu a,, =1
(mod p) podle vysledku N2 dostdvame a, 11 = a2 +a, —1 =12 +1-1=1
(mod p). Matematickou indukei pak ziskavdme a,, = 1 (mod p) pro kazdé
m 2 n. Relace p 1 ap, je toho dusledkem. |

Necht p = 3 je prvocislo a necht p | a,, — 1 pro néjaké n. Dokazte, Ze p 1 a,, plati
pro kazdé m < n. [Pfipustme, ze naopak p | a,, pro néjaké m < n. To spolu
s rovnosti a,, = ajagas . ..a,—1 — 1 znamend, ze p | a,, | arazas ... an—1 = a, + 1.
Dohromady méme p | a, —1lap|a,+1,atedyp| (a,+1)— (a, —1) =2, coz
odporuje predpokladu p = 3.]

Dokazte, Ze ¢isla a2, +a,, +1 a a2 +a, + 1 jsou v pifpadé m > n = 2 nesoudéln4.
[Necht p je prvocislo a p | a2 +a, + 1. Jelikoz 3 = a; | ajas ... a, 1 = a, + 1, tak
a, =2 (mod 3),aprotoa’ +a,+1=22+2+1=1 (mod 3), takZe p # 3.
Podle vysledku N2 postupné dostdvame a, 1 = a2 +a, — 1 = (a2 +a, +1) —
—2=-2 (mod p), anto =a2 4 +ap1—1=(-2*+(-2)—1=1 (mod p),
any3 =1241-1=1 (mod p), dale u% matematickou indukeci ziskdvdme aj = 1
(mod p) pro kazdé k = n + 2. Proto ¢islo ay, (s indexem m > n) dava po déleni
p zbytek —2 nebo 1, tudiz ¢islo a2, + a,, + 1 davd zbytek 1 nebo 3. Z toho uz
plyne potfebny zavér p { a2, + a,, + 1, nebot (jak uz vime) p # 3.]

Dokazte, ze existuje neckoneéné mnoho prvocisel, z nichz kazdé je délitelem souctu
22" 4+ 1 pro ndjaké piirozené &islo n. [Opakovanym uplatnénim vzorce 22% — 1 =
= (2 —1)(2¥ + 1) dojdeme k rozkladu 22" —1 = (22" +1)(22" +1)... (22" " +1).
V pifpadé 0 < n < m tak plati 22" + 1 | 22" — 1. Nejvétsi spolecny délitel dvou
lichych ¢&fsel 22" +1 a 22” 41 je proto také délitelem ¢isla 22™ — 1 a tudiz i ¢isla
(22"7’ + 1) — (22m — 1) = 2, takze je to nutné cislo 1. Posloupnost (22" + 1);020
je tudiz slozena s navzajem nesoudélnych cisel. Pritadime-li proto kazdému n
jakykoli prvoéinitel ¢isla 22" + 1, dostaneme nekoneénou posloupnost navzajem
ruznych prvocisel vyhovujicich zadani tlohy.|

Dokazte, ze existuje nekonec¢né mnoho prvocisel, z nichz kazdé je délitelem rozdilu
22"=1 — 1 pro n&jaké pfirozené ¢islo n. [Nejprve uZitim Eukleidova algoritmu
dokazte: Je-li d nejvétsi spolecny délitel prirozenych cisel a a b, pak nejvétsim
spolecnym délitelem ¢isel 20 —1 a 2°—1 je ¢islo 2¢—1. V diisledku toho plati: Jsou-li
p a g dvé ruzna prvocisla, pak ¢isla 2P — 1 a 29 — 1 jsou nesoudélna. Vybereme-li
proto ke kazdému lichému prvocislu p néjaky prvocinitel ¢isla 2P — 1, dostaneme
vybér nekoneéné mnoha prvocisel vyhovujicich zadani tlohy.]

Dokazte, 7ze existuje nekoneéné mnoho prvocisel, ktera nejsou deéliteli souctu
22" + 1 pro zadné pfirozené éslo n. [Vyhovuji vechna prvoéisla s vlastnosti

13
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D5.

ze zadani ulohy D3 (kterych je nekoneéné mnoho). Vezméme libovolné z nich,
feknéme p, a vyberme k nému dotyéné n s vlastnosti p | 2271 — 1. P¥ipustme, Ze
pro néjaké prirozené m rovnéz plati p | 22" + 1. Protoze &isla 2n — 1 a 2™ jsou
nesoudélna, diky tvrzeni uvedenému v feseni D3 jsou rovnéz nesoudélna i ¢isla
921 _ 1 5 92" _ 1. Jelikoz viak 22" + 1 | 22" _ 1, 7 piedpokladu p | 22" +1
dostéavame p | 22" — 1, zéroveri viak p | 22*~1 — 1, tudiZ p je spolecny délitel
dvou nesoudélnych ¢isel, a to je spor.|

Dokazte, ze existuje nekonecné mnoho prvocisel, kterd nejsou déliteli rozdilu
22n=1 — 1 pro 7zadné pfirozené &islo n. [Vyhovuji viechna prvoéisla s vlastnosti
ze zadani dlohy D2 (kterych je nekoneéné mnoho). Ditkaz sporem je stejny jako
v TeSeni D4, protoze vychazi z téchze predpokladi: pro nékteré prvocislo p se
najdou pfirozend &isla m, n takovd, 7e p | 22" +1ap| 2?1 — 1]

14



72. ROCNIK MATEMATICKE OLYMPIADY (2022/2023)
Navodné a doplnujici dlohy pro kategorii B

V prvni ¢asti textu pod zadanim kazdé ze Sesti soutéznich tloh najdete zadani
navodnych a doplnujicich dloh. Tytéz tlohy i s Fesenimi (resp. odpovédmi
a nastiny FeSeni ¢i internetovymi odkazy na né) najdete ve druhé ¢asti textu.

1. Na tabuli napiseme deset navzdajem ruznych prirozenych cisel. V kazdém kroku nejdri-
ve podtrhneme kazdé cislo, které neni souctem Zadnijch dvou riuznijch cisel napsanych
na tabuli, poté vsechna podtriend cisla smazZeme. Napriklad:

1 3

5

3

1
0

<

2
49

0

0

/

\5

49

[T1

[

a) Dokazte, Ze pro libovolnich deset napsaniyjch cisel zistane po konecném poctu kroki

tabule prazdna.

b) Urcete nejuélsi pocet kroku, po jejichz provedeni jesté nemusi zustat tabule prazd-

nd. Uvedte priklad deseti cisel, pro nez tohoto poctu dosdihneme.

(Patrik Bak)

NAVODNE A DOPLNUJICI ULOHY:

NI.

N2.

N3.

D1.

D2.

D3.

Budeme se zabyvat pouze namétem ze soutézni ulohy.

Po kolika krocich bude tabule prazdna, pokud je na ni na zacatku napsana pétice
nejmensich prirozenych c¢isel?

Kolik nejméné prirozenych ¢isel muze byt na tabuli napsano, pokud chceme, aby
tabule zlstala prazdna az po dvou krocich?

Vyteste variantu soutézni ulohy, ve které budeme podtrhavat a nasledné mazat
pravé ta cisla, ktera nejsou soucinem zadnych dvou rtznych ¢isel napsanych na
tabuli.

Na zacatku mtizeme na tabuli napsat libovolnou sedmici riznych prirozenych
¢isel obsahujici ¢isla 1 a 2. Najdéte vsechny takové sedmice, pro které po tiech
krocich tabule jesté nebude préazdna.

Jak by se zménily zavéry soutézni tlohy, pokud by na zac¢atku bylo napsano na
tabuli jakychkoli deset navzajem rtznych celijch cisel?

Meéjme néjakou vychozi desetici riznych prirozenych ¢isel, pro kterou po ¢tytech
krocich tabule jesté nebude prazdna. Miuze se nejvétsi ¢islo z takové desetice
rovnat ¢islu 357
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2. Oznacme M pocet vsech moznych vyplnéni tabulky 3 X 3 navzdajem riznymi priroze-
nymi cisly od 1 do 9. Ddle oznacme L pocet tech vyplnéni, kde jsou navic soucty vsech
cisel v kazdém rddku i sloupci lichd cisla. Urcete pomér L : M. (Jaromir Simsa)

NAVODNE A DOPLNUJICI ULOHY:

NI.

N2.

N3.
D1I.

D2.
D3.

D4.

Tabulka 3 x 3 je vyplnéna rtznymi celymi cisly tak, ze soucty tii ¢isel v kazdém
radku i sloupci jsou licha ¢isla. Mohou byt v tabulce a) ¢éisla od 1 do 9, b) ¢isla
od 2 do 107

Necht k£ > 1 je celé ¢islo. Méjme danu tabulku o k polich, kterou mame vyplnit
k danymi a navzdjem ruznymi ¢isly (tak, aby kazdé z nich bylo pouzito). Dokazte,
ze pocet vSech takovych vyplnéni je roven soucinu 1-2-...-(k—1)-k. Tento soucin
nazyvame faktoridlem ¢isla k£ a zna¢ime symbolem k!, ktery ¢teme ,k faktorial®.
Klademe také 1! =1 a 0! = 1.

Reste soutézni tlohu pro tabulku 2 x 2 a ¢sla od 1 do 4.

Méjme celd ¢isla 0 < k < n. Kolika zpusoby lze z n kuli¢ek ruznych barev vybrat
nékterych k7

Reste soutézni dlohu pro tabulku 4 krat 4 a celd ¢isla od 1 do 16.

Do kazdého pole ¢tvercové tabulky nxn vepiseme jedno z cisel 1,2, ..., n tak, aby
v kazdém tadku i v kazdém sloupci byla bud vsechna ¢isla stejné, nebo vsechna
ruzna. Prikladem pro n = 5 je nésledujici tabulka

514(11(12(3
313333
41112]15|3
112543
2154113

Oznac¢me S soucet vsech cisel tabulky. Kolik rtiznych hodnot S pro dané n
existuje?

Je déno celé ¢islo n = 2. Kolika zpusoby lze vybarvit policka tabulky n x n
ctyrmi barvami tak, aby v kazdém c¢tverecku 2 x 2 byla kazda barva pouzita
pravé jednou?

3. Urcete vsechny dvojice (a, b) redlnych cisel, pro néz maji kvadratické trojéleny P(x) =
= 2% +ar +b a Q(x) = 2% + bx + a ndsledujici viastnost: kaZdd » rovnic

aP(z) +bQ(x) =0 a aQ(z) +bP(x) =0

je kvadratickou rovnici s dvojnasobnym korenem. (Jaroslav Svréek)

NAVODNE A DOPLNUJICI ULOHY:

NI.

Rozhodnéte, pro které redlné hodnoty parametru p je

(p+2)2° +2(p+Dax+(p—1)=0
2
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kvadratickou rovnici s dvojnasobnym korenem.

N2. Necht redlna ¢isla r, s, ¢ spliiuji soustavu dvou rovnic 72 = 8st a s? = rt. Dokazte,
ze r = 2s. Rozmyslete si, jak tento vysledek vyuzit k feseni soutézni ulohy, kdyz
za r, s, t zvolite vhodné vyrazy.

D1. Najdéte vSechny kvadratické trojcleny ax? + bx + ¢ takové, Ze pokud libovolny
z koeficientu a, b, ¢ zvétsime o 1, dostaneme novy kvadraticky trojclen, ktery
bude mit dvojnasobny koten.

D2. V oboru realnych cisel r, s, t feste soustavu dvou rovnic z tlohy N2.

D3. Navzajem rtzna nenulova realna cisla a, b, ¢ 1ze Sesti zpusoby doplnit jako koefi-
cienty kvadratické rovnice

Oz? + Oz + 0= 0.

a) Rozhodnéte, zda existuje trojice (a, b, ¢) takovd, ze vSechny sestavené rovnice
maji alespon jeden redlny koren.
b) Rozhodnéte, zda existuje trojice (a, b, ¢) takova, Ze pravé pét ze Sesti sestave-
nych rovnic mé alespon jeden realny koren.

D4. a) DokaZte nerovnost 4(a* 4+ b?) > (a + b)? + ab pro viechny dvojice kladnych
realnych cisel a, b.
b) Najdéte nejmensi realné ¢islo k takové, aby nerovnost k(a?+b?) = (a+b)?+ab
platila pro vsechny dvojice kladnych realnych ¢isel a, b.

D5. Najdéte vSechna redlna reseni soustavy rovnic

+z=1,

1
+r=1 —4+y=1.
r+y y+z zZ+x

4. V konveznim petiihelniku ABCDE plati BC' || DE, CD || AE, |xBAD| = |XDAE]
a |XCBD| = |xDBA|. Dokazte, Ze |CD| = |DE|. (Patrik Bak)

NAVODNE A DOPLNUJICI ULOHY:

N1. Rozmyslete si a zdivodnéte, ze pétithelntk ABCDE ze soutézni tlohy lze ziskat
z jistého rovnobézniku ,odstrihnutim® jednoho jeho ,rohu®

N2. Pripomenme, ze osou libovolného (konvexniho i nekonvexniho) thlu s vrcholem V
nazyvame tu polopfimku s poc¢atecnim bodem P, ktera dany thel rozdéluje na
dva shodné thly (tj. thly téze velikosti). Pripomerite si rovnéz a dokaZte ,vétu
o ose uhlu“: Osa thlu AV B, ktery ma velikost mensi nez 180°, je tvorena prave
témi jeho body, které maji od obou primek V A, V B stejnou vzdalenost.

N3. Kruznici pripsanou (ke) strané KL obecného trojuhelniku K LM rozumime tu
kruznici, ktera se dotyka strany KL v jejim vnitinim bodé a primek KM, LM
v bodech lezicich uvnitt poloroviny opacné k poloroviné K LM . Dokazte, ze stied
takové kruznice je prusecikem os vnéjSich uhla pii vrcholech K, L trojuhelni-
ku KLM a 7e jim prochazi rovnéz osa jeho vnitiniho thlu pti vrcholu M.

D1. Dokazte, ze pro pétithelnik ABCDE ze soutézni tlohy plati |[<CDE| > 60°.

3
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D2. Necht ABC' je ostrouhly trojihelnik s nejdelsi stranou BC'. Uvnitt stran AB a
AC lezi po fadé body D a E tak, ze |CD| = |CA| a |BE| = |BA|. Ozna¢me F
takovy bod, ze ABFC' je rovnobéznik. Dokazte, ze |FD| = |FE|.

D3. V trojihelniku ABC oznacme [ stred kruznice vepsané. Primky BI, C'I protnou
kruznici opsanou trojuhelniku ABC' postupné v bodech S # B, T # C.

Usecka ST protne strany AB, AC' v bodech K, L. Dokazte, ze ¢tyfthelnik AKITL
je kosoctverec (pripadné ¢tverec).

D4. V ostrotihlém trojihelniku ABC jsou D a E vnitini body strany BC|, ptitom D
lezimezi B a E, |AD| = |CD| a |AE| = |BE|. Predpokladejme, ze osa thlu DAE
ma s osou usecky BC' jediny spolecny bod, ktery oznac¢ime F'. Dokazte rovnost
|XBAC| + |xDFE| = 180°.

5. Zkoumejme trojice (a,b,c) kladnyjch celych Cisel spliujicich podminku ab = .

a) Pro kazdé prvocislo p wvedte priklad trojice (a,b,c), pro kterou plati rovnost
a+b—2c=np.
b) Dokazte, Ze pro kaZdou trojici (a,b,c) je a+ b+ 2¢ sloZené cislo.

(Josef Tkadlec)

NAVODNE A DOPLNUJICI ULOHY:

N1. Existuje n&jaka trojice (a,b,c) p¥irozenych éisel splitujici podminky ab = ¢* a
a+b— 2c =17 Pokud ano, jak by se dala vyuzit k feSeni ¢asti a) soutézni tlohy
pro libovolné prvocislo p?

N2. Dokazte, ze pokud pro piirozend &sla u, v, w plati u? = v?w, je &slo w druhou
mocninou prirozené¢ho ¢isla.

N3. Dokazte, ze pokud soucin dvou nesoudélnych prirozenych ¢isel u, v je roven druhé
mocniné celého cisla, jsou obé ¢isla u, v také druhymi mocninami celych ¢isel.

D1. Pro dané prvocislo p najdéte vsechny trojice (a, b, ¢) kladnych celych ¢isel spliu-
jicich obé rovnosti ab=c? a a +b — 2c = p.

D2. Pravouhly trojuhelnik ma celociselné délky stran a obvod 11990. Navic vime, ze
jedna jeho odvésna mé prvociselnou délku. Urcete ji.

D3. Najdéte vSechny dvojice prvoéisel p a ¢, pro které plati p + ¢> = ¢ + 145p?.
D4. Uréete viechny dvojice prvoéisel p a ¢, pro néZ plati p + ¢* = q + p°.

D5. Pfirozend &sla a, b splituji rovnost b* = a? + ab + b. Ukaite, Ze b je druhou
mocninou prirozeného ¢isla.
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6. Je dan trojiuhelnik ABC' s pravym tuhlem pri vrcholu B. Oznacme I stred kruznice
jemu vepsané, M stred prepony AC a X prusecik primky IM s primkou BC'. Dokazte,
ze pokud lezi body B, I, M, C' na jedné kruznici, je trojuhelnik ABX rovnoramenny.

(David Hruska)

NAVODNE A DOPLNUJICI ULOHY:

NI.

N2.

N3.

N4.

D1.

D2.

D3.

DA4.

D5.

Na kruznici se stfedem O jsou dany body B a C' takové, ze |<BOC| = 120°.
Zvolme bod A na delsim oblouku BC' a oznac¢me |<AOB| = 4. a) Zjistéte velikost
thlu BAC, kdyz 6 = 140°. b) Zjistéte, jak mame volit uhel d, aby byl tthel BAC
co nejvétsi. ¢) Na kratsim oblouku BC' zvolime bod A’. Zjistéte, jak méme volit
polohy bodu A, A’ (oba lezi na dané kruznici), aby soucet |[XBAC| + |<BA'C]
byl co nejvétsi.

Méjme dan konvexni ¢tyfuhelnik PQRS. Dokazte, ze jeho vrcholy lezi na jedné
kruznici, prave kdyz |<PRQ| = |<PSQ).

V trojuhelniku ABC' ozna¢me [ stfed kruznice vepsané a « velikost vnit¥niho
uhlu u vrcholu A. Vyjadrete velikost ihlu BIC' pomoci «.

V pravothlém trojihelniku ABC' oznac¢ime M stied prepony AC' a « velikost
vnitrniho thlu u vrcholu A. Vyjadrete pomoci a velikosti vsech vnitinich thla
v trojihelnicich ABM a BC'M.

Je dan pravouhly trojihelnik ABC' s pravym thlem pii vrcholu C. Necht D je
libovolny vnittni bod odvésny AC a p kolmice z bodu D k preponé AB. Oznac¢me
E # D bod primky p takovy, ze body A, B, D, F lezi na kruznici. Oznac¢me jesté
F prusecik primek p a BC. Dokazte, 7e |AE| = |AF)|.

Necht ABCD je konvexni ¢tyrihelnik, v némz AD 1 BD. Ozna¢me M prusecik
jeho uhlopricek a sestrojme kolmy priamét P bodu M na piimku AB a kolmy
prumét () bodu B na primku AC. Dokazte, ze bod M je stredem kruznice vepsané
trojuhelniku PQD.

Dokazte, ze stiedy kruznic vné pripsanych jednotlivym stranam libovolného
konvexniho ¢tyrthelniku lezi na téze kruzmici. (Kruznici pfipsanou napiiklad
strané AB konvexniho ¢tyftihelniku ABC D rozumime kruznici, kterd se dotyka
strany AB a poloprimek opa¢nych k poloptimkdm AD a BC.)

Je dana kruznice k a jeji prumér AB. Uvnitt tsecky AB zvolime libovolny
bod C a pak na kruznici k vybereme bod D tak, aby platilo |[BC| = |BD|.
Osa thlu ABD protne kruznici & v bodé E (rtizném od bodu B). Dokazte, ze
trojuhelniky AEC a C'BD jsou podobné

Ozna¢me [ stfed kruznice vepsané pravouhlému trojuihelniku ABC s pravym
uhlem pri vrcholu A. Déle ozna¢me jako M a N stredy tsecek AB a BI. Dokazte,
ze primka C'T je tec¢nou kruznice opsané trojihelniku BM N.

Na nasledujicich stranach najdete stejné navodné a doplnujici tlohy jesté
jednou, zato doplnéné o vysledky s nastiny feseni Ci o internetové odkazy na

né.
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1. Na

NAVODNE ULOHY DOMACI CASTI KATEGORIE B

tabuli napiseme deset navzdjem rizniych prirozenych cisel. V kaZdém kroku nejdri-

ve podtrhneme kazdé cislo, které neni souctem Zadnijch dvou ruznich cisel napsanich

na

tabuli, poté vSechna podtriend cisla smazeme. Napriklad:

1

5

1
0

3

<

0

2
30 42 50 49

I AR

a) Dokazte, Ze pro libovolnych deset napsanyjch cisel zistane po konecném poctu kroki

tabule prazdnad.

b) Urcete nejuétsi pocet kroki, po jejichz provedeni jesté nemusi zustat tabule prazd-

nd. Uvedte priklad deseti cisel, pro néz tohoto poctu dosdihneme.

(Patrik Bak)

NAVODNE A DOPLNUJICI ULOHY:

NI.

N2.

N3.

D1.

Budeme se zabyvat pouze namétem ze soutézni ulohy.

Po kolika krocich bude tabule prazdna, pokud je na ni na zac¢atku napsana pétice
nejmensich prirozenych ¢isel? [Po dvou krocich. V prvnim kroku smazeme ¢isla
1 a 2, v druhém kroku zbyla ¢isla 3, 4, 5.]

Kolik nejméné prirozenych ¢isel mize byt na tabuli napsano, pokud chceme, aby
tabule zustala prazdna az po dvou krocich? [Budou-li na tabuli nejvyse dvé ¢isla,
bude tabule ztejmé prazdna hned po prvnim kroku. Tti napsand c¢isla nékdy ke
dvéma krokum vedou — obecné je to trojice (a,b,c), kde ¢ = a + b. Podrobnéji:
Chceme-li, aby tabule po prvnim kroku jesté nebyla prazdna, musi byt nékteré
z napsanych Cisel ¢ souctem nékterych dalsich ¢isel a a b splnujicich a # b. Protoze
v rovnosti ¢ = a + b jsou vSechna c¢isla kladna, mame kromé a # b také ¢ > a a
¢ > b. Na tabuli tedy musi byt napsana alespon tii ¢isla, jako napr. (1,2,3).]
Vyteste variantu soutézni ulohy, ve které budeme podtrhavat a nasledné mazat
prave ta cisla, kterda nejsou soucinem zadnych dvou riznych ¢isel napsanych na
tabuli. [Je-li na tabuli ¢islo 1, bude v prvnim kroku smazéno jako jediné. Jinak
v kazdém kroku budou mezi smazanymi dvé nejmensi ¢isla — vyjimkou muze byt
jen posledni krok, bude-li pfi ném na tabuli jediné cislo. Z uvedenych poznatkt
uz plyne, ze tabule bude prazdna po nejvyse 6 krocich. Po 5 krocich jesté prazdna
byt nemusi, jak ukazuje priklad vychozich cisel 1, 2, 3, 6, 18, ..., kde kazdé ¢islo
pocinaje ¢tvrtym je rovno soucinu dvou cisel predchozich. Hledany nejvétsi pocet
kroki je tedy roven 5.

Na zacatku mizeme na tabuli napsat libovolnou sedmici riiznych ptirozenych cisel
obsahujici ¢isla 1 a 2. Najdéte vsechny takové sedmice, pro které po trech krocich
tabule jesté nebude prazdna. [Takové sedmice jsou ctyii: (1,2,3,4,7,10,17),
(1,2,3,4,7,11,18), (1,2,3,5,8,11,19) a (1,2,3,5,8,13,21). V kazdém kroku
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D2.

D3.

(1,2,3,4,7,10,11,17,18,35) — (3

musime smazat pouze dvé nejmensi ¢isla. Usporadejme cisla vzestupné. Treti
¢islo tak musi byt 14+ 2 = 3, ¢tvrté 14+ 3 = 4 nebo 2+ 3 = 5. Podobné po ¢islech
3,4 musi nasledovat cisla 7,10 nebo 7,11 a po ¢islech 3,5 ¢isla 8,11 nebo 8, 13.
Posledni sedmé ¢islo musi byt souctem patého a Sestého cisla.]

Jak by se zménily zavéry soutézni ulohy, pokud by na zacatku bylo napsano na
tabuli jakychkoli deset navzajem ruznych celjch ¢isel? [Uz tvrzeni z ¢asti a) by
prestalo platit — uvazte napiiklad desetici (—3,—2,—1,0,1,2,3,4,5,6), ve které
zédné ¢islo nepodtrhneme, a tedy ani nesmazeme.]

Meéjme néjakou vychozi desetici riznych prirozenych ¢isel, pro kterou po ¢tytech
krocich tabule jesté nebude prazdna. Miuze se nejvétsi ¢islo z takové desetice
rovnat ¢islu 357 [Muze:

— (7

4,7,10,11,17,18,35) —
10,11,17,18,35) — (17,18,35) — (35). |

= —_—) =

)
Y

2. Oznacme M pocet vSech moznych vyplnéni tabulky 3 X 3 navzdjem ruznymi priroze-
nymi ¢isly od 1 do 9. Dale oznacme L pocet tech vyplnéni, kde jsou navic soucty vsech
cisel v kazdém rddku i sloupci lichd cisla. Urcete pomér L : M. (Jaromir Simsa)

NAVODNE A DOPLNUJiCI ULOHY:

NI.

N2.

N3.

Tabulka 3 x 3 je vyplnéna rtznymi celymi ¢isly tak, ze soucty tii ¢isel v kazdém
radku i sloupci jsou lichd ¢isla. Mohou byt v tabulce a) ¢isla od 1 do 9, b) ¢isla
od 2 do 107 [a) ano, b) ne. V pfipadé a) napiiklad mtZeme lichymi ¢isly, kterych
je b, zaplnit prvni radek a prvni sloupec. Protoze 2 +3 + ...+ 10 = 54 je sudé
¢islo, musi byt v pripadé b) sudy soucet Cisel v aspon jednom tadku (i v aspon
jednom sloupci).]

Necht k£ > 1 je celé ¢islo. Méjme danu tabulku o £ polich, kterou mame vyplnit
k danymi a navzdjem ruznymi ¢isly (tak, aby kazdé z nich bylo pouzito). Dokazte,
ze pocet vSech takovych vyplnéni je roven soucinu 1-2-...-(k—1)-k. Tento soucin
nazyvame faktoridlem ¢isla k& a znac¢ime symbolem k!, ktery ¢teme ,k faktorial®.
Klademe také 1! = 1 a 0! = 1. [Ozna¢me pole ¢isly od 1 do k a vybirejme pro
né c¢isla postupné takto: nejdrive pro pole 1, pak pro pole 2 atd., az nakonec
pro pole k. Pocty moznosti téchto vybéra budou postupné k, kK — 1 atd., az 1.
Celkovy pocet vyplnéni dostaneme, kdyz uvedené pocty moznosti mezi sebou
vynésobime.]

Reste soutézni tilohu pro tabulku 2 x 2 a é&sla od 1 do 4. [1 : 3. Mexzi ¢&isly od 1
do 4 jsou dvé licha a dvé suda, takze vsechny fadkové a sloupcové soucty budou
liché, kdyz licha ¢isla 1 a 3 nebudou lezet ani ve stejném tfadku ani sloupci, tj.
budou na jedné z obou diagonal. Vybrat diagonélu pro ¢isla 1, 3 miizeme dvéma
zpusoby, umistit na ni ¢isla 1, 3 dvéma zplsoby a na druhou diagonélu ¢isla 2, 4
téz dvéma zpuisoby. Celkem tak existuje praveé 2-2-2 = 8 vyplnéni, ktera vyhovuji
zadani. Jelikoz podle N2 je pocet vsech vyplnéni roven 4! = 24, hledany pomér
je roven 8 : 24 neboli 1 : 3.
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D1. Mé&jme celd ¢isla 0 < k < n. Kolika zpusoby lze z n kulicek rtznych barev
vybrat nékterych k7?7 [Vybirejme téchto k kulicek jednu po druhé. V prvnim
kroku mame n moznosti, v druhém n — 1 moznosti atd., az v k-tém kroku mame
n — k + 1 moznosti. Uvédomme si, ze pokud vybereme tytéz kulicky v jiném
poradi, dostaneme stejny vysledny vybér. Moznych poradi & kulicek je podle N2
prévé kl. Hledany pocet k-tic je proto roven M=tk — sl Vsledek

se nazyva kombinacni ¢islo a znaci se symbolem (Z), ktery ¢teme ,n nad k]

D2. Reste soutézni tilohu pro tabulku 4 krat 4 a celd ¢isla od 1 do 16. [L : M = 8 : T15.
Pro pocet M vsech vyplnéni plati M = 16!. Ukazme dale, Ze pro pocet L téch
vyplnéni, kde jsou soucty vsech ¢isel v kazdém tadku i sloupci licha éisla, plati
L =144 -8!-8!. Odtud uz po rutinnim zkraceni zlomku (144 - 8! - 8!) /16! vyplyne
uvedeny vysledek.

Mezi ¢isly od 1 do 16 je pravé osm lichych ¢isel. V kazdém radku musi byt
bud jedno, nebo tii licha ¢isla. Celkem jich je 8, proto snadno zjistime, ze ve dvou
radcich rq, r9 musi byt tfi licha cisla a ve zbylych dvou radcich r3, r4 jedno liché
¢islo. Stejny zaver plati také pro sloupce — ve dvou sloupcich sy, so musi byt tii
licha cisla a ve zbylych dvou sloupcich sz, s4 jedno liché ¢islo.

Ukazme, ze ve ¢tverici policek danych prinikem radka 1, 7o se sloupci sq,
s9 jsou jen licha cisla. Oznacme jejich pocet x. Protoze v fadcich r; a ro je do-
hromady 6 lichych ¢isel, coz plati i pro sloupce s1 a so, mdme 2-6 —x < 8, odkud
x 2 4, tj. skutecné x = 4. Zminénd c¢tverice policek tak obsahuje ¢tyti lichd ¢isla.
Zbyla dvé lichd ¢isla z fadkt r1 a ro se pak nachazeji po jednom ve sloupcich sg
a 84, pro vybér jejich pozic tak mame 2 moznosti. Totéz plati pro zbyla dvé licha
c¢isla ze sloupci s; a so: pro vybér jejich pozic v radcich r3 a r4 mame rovnéz
2 moznosti. Tim mame popsany mozné vyhovujici pozice vSech osmi lichych ¢i-
sel.

Celkovy pocet vyhovujicich vybéra pozic lichych a sudych ¢isel proto spoc-
teme takto: nejdiive zvolime libovolné dvojici fadku s1, sy (6 moznosti) a dvojici
sloupcu 71, 79 (6 moznosti), potom provedeme vybéry pro pozice lichych éisel
ve dvojicich sloupcu s3, s4 a r3, r4 (pro kazdy z obou vybéri mame jak vi-
me 2 moznosti). Pocet vyhovujicich vybéra pozic pro lichd a suda ¢isla je tedy
6-6-2-2=144. Odtud uz plyne vyse uvedena hodnota L = 144 -8!- 8!, nebof 8
pozic pro lich4 ¢isla stejné jako 8 pozic pro suda ¢isla muzeme vyplnit 8! zpisoby.]

D3. Do kazdého pole ¢tvercové tabulky n xn vepiSeme jedno z ¢isel 1,2, ..., n tak, aby
v kazdém radku i v kazdém sloupci byla bud vSechna ¢isla stejnd, nebo vSechna
riuzna. Prikladem pro n = 5 je nasledujici tabulka

514(11(12(3
313333
41112]15|3
112543
2154113

Ozna¢me S soucet vsech cisel tabulky. Kolik rtiznych hodnot S pro dané n
existuje? [50-B-1-3]
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D4.

Je dano celé ¢islo n = 2. Kolika zpisoby lze vybarvit policka tabulky n x n
¢tyfmi barvami tak, aby v kazdém c¢tverecku 2 x 2 byla kazda barva pouzita
pravé jednou? [22-3%"~3 zptisoby. Vybarvéme nejprve prvni fadek a prvni sloupec
tak, aby v zadném c¢tverci 2 x 2 nebyla zadné barva pouzita vicekrat. Zacnéme
polickem v levém hornim rohu — pro jeho vybarveni mame 4 moznosti. Pak
postupné vybarvujme prvni sloupec shora doli — v kazdém kroku méme na vybér
ze t11 barev. Nakonec vybarvime prvni radek zleva doprava — v prvnim kroku
mame pouze 2 moznosti obarveni, ve zbylych krocich mame 3 moznosti. Celkovy
pocet vyhovujicich obarveni prvniho rfadku a prvniho sloupce je proto roven
4.37=1.2.372 tj. 23.327=3_ To je vysledek tilohy, nebot kazdé takové obarveni lze
rozsitit na vyhovujici obarveni celé tabulky pravé jednim zpusobem. Skutecné,
jakmile zname barvy tii policek nékterého ctverecku 2 x 2, barva ¢tvrtého policka
je jednoznacné urcena; takové dobarvovani muzeme provést napriklad tak, Ze
zleva doprava dobarvime n — 1 ¢tvereckl nejprve ve druhém radku, pak ve tretim
fadku atd. az nakonec v n-tém fadku. VyuZijeme pfitom viech (n —1)? étvereckii
2 x 2 v dané Sachovnici, takze ziskané obarveni je vyhovujici.]

3. Urcete vsechny dvojice (a, b) redlnych ¢isel, pro néz maji kvadratické trojéleny P(x) =
=22 +ar+baQ(x) = 2>+ br + a ndsledujici vlastnost: kazdd z rovnic

aP(z) +bQ(x) =0 a aQ(z)+bP(x)=0

je kvadratickou rovnici s dvojnasobnym korenem. (Jaroslav Svréek)

NAVODNE A DOPLNUJiCI ULOHY:

NI.

N2.

D1.

D2.

Rozhodnéte, pro které redlné hodnoty parametru p je
(p+2)2 +2(p+ Dz +(p—1)=0

kvadratickou rovnici s dvojndsobnym korenem. [Jedind hodnota p = —3. Pokud
p = —2, nejedna se o kvadratickou rovnici. Je-li p # —2, ma tato kvadraticka
rovnice dvojnasobny kotfen, pravé kdyz je jeji diskriminant nulovy. Ten je pfitom
roven (2(p+1))% —4(p + 2)(p — 1), po tpravé 4(p + 3), coz je rovno nule pouze
pro p = —3.]

Necht realna ¢isla 7, s, t spliiuji soustavu dvou rovnic r? = 8st a s> = rt. Dokaizte,
ze r = 2s. Rozmyslete si, jak tento vysledek vyuzit k reSeni soutézni tlohy,
kdyz za r, s, t zvolite vhodné vyrazy. [Vynasobime-li prvni rovnici r, dostavame
r3 = 8rst. Na pravé strané pak muZeme nahradit 7t za s diky druhé rovnici.
Obdrzime 73 = 8s% neboli 7* = (2s)3, coz skutecné dava r = 2s, nebot funkce
y = 23 je jak zndmo rostouci, a tedy prostd. Uziti k feseni soutézni tlohy zde
prozrazovat nebudeme. |

Najdéte vsechny kvadratické trojéleny ax? + bx + ¢ takové, ze pokud libovolny
z koeficienti a, b, ¢ zvétsime o 1, dostaneme novy kvadraticky trojclen, ktery
bude mit dvojnasobny koten. [53-B-11-2]

V oboru redlnych &sel 7, s, ¢ feste soustavu dvou rovnic z tllohy N2. [ReSenimi jsou
praveé trojice (r,s,t) = (4t,2t,t) a (r,s,t) = (0,0,t), kde ¢ je v obou pripadech
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libovolné realné ¢islo. Podle N2 plati nutné » = 2s; po dosazeni takového r ziskaji
rovnice tvar 4s® = 8st a s? = 2st. Vidime, Ze v piipadé s =0jer =2s=0at
je libovolné; v piipadé s # 0 se obé rovnice 45> = 8st a s? = 2st zjednodusi na
s = 2t, takze r = 2s = 4t, a tudiz (r, s, t) = (4t,2t,t), kde t je libovolné.]

D3. Navzajem rtizna nenulova realné ¢isla a, b, ¢ 1ze Sesti zptsoby doplnit jako koefi-
cienty kvadratické rovnice

Oz? + Oz +0=0.

a) Rozhodnéte, zda existuje trojice (a, b, c) takovd, Ze vSechny sestavené rovnice
maji alespon jeden realny koren.
b) Rozhodnéte, zda existuje trojice (a, b, ¢) takovd, ze pravé pét ze Sesti sestave-
nych rovnic mé alespon jeden redlny koren. [69-B-11-1]

D4. a) DokaZte nerovnost 4(a* + b?) > (a + b)? + ab pro viechny dvojice kladnych
realnych cisel a, b.
b) Najdéte nejmensi realné éislo k takové, aby nerovnost k(a?+b?) = (a+0b)?+ab
platila pro vSechny dvojice kladnych realnych ¢isel a, b. [70-B-11-1]

D5. Najdéte vSechna realna feseni soustavy rovnic

1 1
+z=1, +ao=1 +y=1
T4y y+z zZ+x

[69-A-11-1]

4. V konveznim pétiihelniku ABCDE plati BC' || DE, CD || AE, |XBAD| = |XDAE]
a |XCBD| = |xDBA|. Dokazte, Ze |CD| = |DE|. (Patrik Bak)

NAVODNE A DOPLNUJICI ULOHY:

N1. Rozmyslete si a zdivodnéte, ze pétithelnik ABCDE ze soutézni tlohy lze ziskat
z jistého rovnobézniku ,odstfihnutim® jednoho jeho ,rohu“. [Zadany konvexni
pétithelnik lezi jak v pasu mezi rovnobézkami BC a DE, tak v pasu mezi
rovnobézkami C'D a AFE. Proto lezi i v pruniku téchto dvou past, kterym je
rovnobéznik PCDE, kde P je prusecik (riznobéznych) ptimek BC a AE. Protoze
zbylé vrcholy A, B jsou vnitini body stran PFE, resp. PC, od rovnobézniku
PCDE oddélime trojthelnik APB.]

N2. Pripometime, Ze osou libovolného (konvexniho i nekonvexniho) tihlu s vrcholem V
nazyvame tu polopfimku s poc¢atecnim bodem P, ktera dany thel rozdéluje na
dva shodné thly (tj. ahly téze velikosti). Pripomenite si rovnéz a dokazte ,vétu
o ose thlu“: Osa 1thlu AV B, ktery ma velikost mensi nez 180°, je tvorena prave
témi jeho body, které maji od obou primek V' A, V B stejnou vzdalenost. [Ozna¢me
a = | AV B|. Sta¢i uvazovat jen vnitini body ihlu AV B, necht X je libovolny
z nich. Pii oznaceni oy = |[XAVX]| a ag = |[¥ XV B]| plati oy + ag = a < 180°
a bod X ma od primek VA, VB vzdélenosti |V X|sinay, resp. |V X|sinas. Ty
se proto rovnaji, praveé kdyz plati sin oy = sin i, coz pro konvexni ihly nastane
jen ve dvou pripadech: oy = as nebo a; + as = 180°. Druhy z nich je vsak
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N3.

D1.

D2.

D3.

D4.

vySe vyloucen; prvni pripad znamenda pravé to, ze X je vnitinim bodem osy
thlu AV B.]

Kruznici pripsanou (ke) strané K L obecného trojihelniku K'LM rozumime tu
kruznici, ktera se dotyka strany KL v jejim vnitinim bodé a primek KM, LM
v bodech lezicich uvnitt poloroviny opacné k poloroviné K LM . Dokazte, ze stted
takové kruznice je prusecikem os vnéjsich thla pfi vrcholech K, L trojuhelni-
ku K'LM a 7e jim prochazi rovnéz osa jeho vnitiniho thlu pti vrcholu M. [Pru-
secik S zminénych dvou os vnéjsich dhla je vnitinim bodem thlu KM L lezicim
v poloroviné opacné k poloroviné K LM a ma podle N2 stejnou vzdalenost v od
vSech ti1 primek KM, KL a LM, tedy (opét diky N2) lezi i na ose ihlu KM L.
Kruznice se sttedem S a polomérem v je pak zrejmé pripsana strané K L troju-
helniku K LM |

Dokazte, ze pro pétithelnik ABCDE' ze soutézni tlohy plati [<CDE| > 60°.
[Necht P je prusecik piimek BC a AE. Pak PCDE je rovnobéznik s body
A, B uvnitt stran PE, resp. PC. Oznacme a = |XBAD| = |xDAE|, 5 =
= |XCBD| = |¥xDBA| a 6 = |XCDE| = |XEPC)|. Ze sou¢tu vnitinich ahla
ANAPB, ktery ma vyjadieni (180° — 2a) + (180° — 25) + 6 = 180°, plyne rovnost
a+p = 90°+ %5 . Porovname-li v AADFE vnitini tthel u vrcholu A s vnéjsim tthlem
pri vrcholu F, dostaneme av < §. Stejné tak z ABC' D obdrzime 8 < §. Sec¢tenim
dvou odvozenych nerovnosti vychazi a+ 3 < 24, takze z rovnosti a+ 3 = 90°+ %5
plyne 90° + %5 < 24, odkud 0 > 60°, jak jsme méli dokazat.]

Necht ABC' je ostrouhly trojuhelnik s nejdelsi stranou BC. Uvniti stran AB a
AC lezi po tadé body D a E tak, ze |CD| = |CA| a |BE| = |BA|. Ozna¢me F
takovy bod, ze ABF'C' je rovnobéznik. Dokazte, ze |F'D| = |FE|. [T1-B-1-2]

V trojihelniku ABC oznacme [ stred kruznice vepsané. Primky BI, C'I protnou
kruznici opsanou trojuhelniku ABC' postupné v bodech S # B, T # C.
Usecka ST protue strany AB, AC v bodech K, L. Dokazte, ze ¢tyfthelnik AKTL
je kosoctverec (pripadné ¢tverec). [71-A-S-2]

V ostrothlém trojihelniku ABC jsou D a E vnitini body strany BC, pritom D
lezimezi Ba E, |AD| = |CD| a|AE| = |BE|. Predpokladejme, Ze osa thlu DAE
ma s osou usecky BC' jediny spolecny bod, ktery oznacime F'. Dokazte rovnost
|<xBAC| + |<xDFE| =180°. [70-A-11-3]

5. Zkoumejme trojice (a,b,c) kladnyjch celych cisel splrujicich podminku ab = c2.

a) Pro kaZdé prvocislo p wvedte priklad trojice (a,b,c), pro kterou plati rovnost

a+b—2c=np.

b) Dokazte, Ze pro kaZdou trojici (a,b,c) je a+ b+ 2c¢ sloZené cislo.

(Josef Tkadlec)

NAVODNE A DOPLNUJICT ULOHY:

NI.

Existuje néjakd trojice (a, b, c) piirozenych &sel spliujici podminky ab = ¢ a

a+b— 2c =17 Pokud ano, jak by se dala vyuzit k feSeni ¢asti a) soutézni ulohy
pro libovolné prvocislo p? [Ano, ale prozrazovat ji nebudeme, natoz zpusob, jak by
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N2.

N3.

D1.

D2.

D3.

D4.
D5.

se dala vyuzit. Zkuste vypsat vSechny trojice (a, b, ¢) ptirozenych ¢isel splnujicich
rovnici ab = ¢? pro malé hodnoty c. Vyhovuje néktera z nich i druhé podmince?]
Dokazte, ze pokud pro piirozend ésla u, v, w plati 2 = v%w, je &slo w
druhou mocninou ptirozeného ¢isla. [Uvazme libovolné prvocislo p délici ¢islo w.
7 rovnosti u? = v?w plyne, Ze p je také délitel ¢isla u, takze ¢islo u? ma ve
svém rozkladu na prvocinitele sudy pocet vyskytl p, ktery ovSem musi byt veétsi
nez pripadny sudy pocet vyskytt p v rozkladu é&isla v2. Odtud uz plyne, Ze p
ma také sudy pocet vyskyti v rozkladu ¢isla w, které tudiz je druhou mocninou
prirozeného cisla (plati to i v pripadé w = 1).]

Dokazte, ze pokud soucin dvou nesoudélnych prirozenych cisel u, v je roven druhé
mocniné celého ¢isla, jsou obé ¢isla u,v také druhymi mocninami celych ¢isel.
[Uvazme rozklady ¢isel u, v a uv na prvocinitele. V rozkladu druhé mocniny rovné
¢islu uw mé kazdé prvodislo sudy podet vyskyti. Cisla u, v vSak nemaji zadného
spole¢ného prvocinitele, proto také v jejich rozkladech ma kazdé prvocislo sudy
pocet vyskyti (v jednom z rozkladu u, v je to nula, ve druhém stejny pocet jako
v rozkladu uv).]

Pro dané prvodéislo p najdéte vsechny trojice (a, b, ¢) kladnych celych ¢isel spliuji-
cich obé rovnosti ab = ¢* a a+b—2c = p. [{a,b} = {(n+1)p,np} ac = n(n+1)p,
kde n je libovolné ptirozené ¢islo. Ozna¢me d nejvétsi spolecny délitel ¢isel a, b.
Protoze sou¢in ab mé byt druhou mocninou celého ¢isla, podle N2 a N3 plati
a = u?d, b = v?d pro vhodné pfirozena u, v, takic ¢ = wvd. Dosazenim do
a+b—2c = p po snadné tipravé dostdvame d(u —v)? = p. ProtoZe p je prvoéislo,
musi byt nutné (u —v) = £1 a d = p. V piipadé u — v = 1 mdme a = (v + 1)?p,
b=v*pac=uv(v+1)p; v piipadé u —v = —1 podobné a = u?p, b= (u+1)?p a
c=u(u+1)p.]

Pravothly trojihelnik mé celoé¢iselné délky stran a obvod 11990. Navic vime, ze
jedna jeho odvésna méa prvociselnou délku. Urcete ji. [71-B-1-1]

Najdéte vSechny dvojice prvocisel p a ¢, pro které plati p + ¢ = ¢ + 145p?.
[55-C—11-4]

Uréete viechny dvojice prvoéisel p a g, pro néz plati p+¢? = ¢+ p3. [55 B-11-1]
Pfirozend ¢isla a, b spliuji rovnost b> = a® 4+ ab + b. Ukazte, Ze b je druhou
mocninou piirozeného ¢isla. [69-A-T11-4]

6. Je ddn trojuhelnik ABC' s pravym thlem pri vrcholu B. Oznacme I stred kruznice
jemu vepsané, M stred prepony AC a X prisecik primky I M s primkou BC'. Dokazte,
ze pokud lezi body B, I, M, C na jedné kruznici, je trojuhelnik ABX rovnoramenny.

(David Hruska)

NAVODNE A DOPLNUJiCT ULOHY:

NI.

Na kruznici se stfedem O jsou dany body B a C' takové, ze |« BOC| = 120°.
Zvolme bod A na delsim oblouku BC' a oznac¢me |<AOB| = 4. a) Zjistéte velikost
thlu BAC, kdyz 6 = 140°. b) Zjistéte, jak mame volit tihel §, aby byl tthel BAC
co nejvétsi. ¢) Na kratsim oblouku BC' zvolime bod A’. Zjistéte, jak mame volit
polohy bodu A, A’ (oba lezi na dané kruznici), aby soucet |<BAC| + |£BA'C|

12
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N2.

N3.

N4.

D1.

D2.

D3.

byl co nejvétsi. [V rovnoramennych trojihelnicich BOC, COA a AOB spoctéte
tihly, nebo je vyjadiete v zavislosti na dhlu d. V ¢asti a) vyjde |<BAC| = 60°,
stejné jako v Casti b), a to nezavisle na volbé 0.* V ¢asti ¢) vyjde soucet 180°
nezavisle na poloze bodu A nebo A’.**|
Méjme dan konvexni ¢tyruhelnik PQRS. Dokazte, ze jeho vrcholy lezi na jedné
kruznici, pravé kdyz |<PRQ| = |<PSQ|. [Uvodem konstatujme, ze diky konvex-
nosti PQRS lezi vrcholy R, S posuzovanych thla PR(Q), PS(Q uvnitt téze polo-
roviny s hrani¢ni pifimkou P(@). Predpokladejme nejprve, ze ctyruhelnik PQRS
mé vSechny Ctyti vrcholy na jedné kruznici. Rovnost |[<PRQ| = |<PSQ)| je pak
rovnosti dvou obvodovych thli této kruznice, které ptislusi témuz oblouku PQ).
Predpokladejme naopak, ze uhly PRQ a PS(Q jsou shodné a oznacme ¢
jejich velikost. Dokazeme, ze kruznice opsané trojuhelnikim PR(Q) a PS() ma-
ji stejny stred, tim padem i stejny polomeér. V pripadé ¢ = 90° je to dusledek
Thaletovy véty. Posudme nyni pripad ¢ < 90°. Stfedy kruznic opsanych troju-
helnikim PRQ a PS(Q pak lezi uvniti poloroviny PQR = PQS a kazdy z nich
tvori s body P a @) rovnoramenny trojuhelnik ze zédkladnou PQ), ktery mé pod-
le véty o obvodovém a stfedovém thlu u hlavniho vrcholu thel 2¢. Proto tyto
dva stiedy splyvaji. V pripadé ¢ > 90° pak stiedy obou opsanych kruznic lezi
v poloroviné opacné k poloroviné PQR = PQS a odpovidajici rovnoramenné
trojuhelniky tehdy maji u hlavniho vrcholu thel 360° — 2¢p.***]
V trojihelniku ABC' oznac¢me [ stied kruznice vepsané a « velikost vnitiniho
thlu u vrcholu A. Vyjadfete velikost tthlu BIC' pomoci av. [90° + %oz. Oznacme
po tadé 3, v velikosti vnitinich hlt u vrcholi B a C. Protoze bod I lezi na
osach obou téchto Uhli, ze souctu vnittnich hla v trojihelniku BIC' dostavame
|XBIC| =180° — 38— 37 = 90° + 1]
V pravothlém trojihelniku ABC oznac¢ime M stied prepony AC' a « velikost
vnitrniho thlu u vrcholu A. Vyjadrete pomoci « velikosti vsech vnitinich thla
v trojtihelnicich ABM a BC'M. [Trojice («, «, 180° —2cr) a (90° — «v, 90° — «v, 2cv).
Vyuzijte toho, ze diky Thaletové vété jsou oba trojihelniky ABM a BCM
rovnoramenné s hlavnim vrcholem M|
Je dan pravouhly trojuhelnik ABC' s pravym thlem pfi vrcholu C. Necht D je
libovolny vnittni bod odvésny AC a p kolmice z bodu D k preponé AB. Oznac¢me
E # D bod primky p takovy, ze body A, B, D, E lezi na kruznici. Ozna¢me jesteé
F prisec¢ik piimek p a BC. Dokazte, ze |[AE| = |AF|. [70-B-11-3]
Necht ABCD je konvexni ¢tyithelnik, v némz AD | BD. Oznac¢me M prusecik
jeho uhlopricek a sestrojme kolmy pramét P bodu M na pifimku AB a kolmy
prumét () bodu B na piimku AC. Dokazte, ze bod M je stfedem kruznice vepsané
trojuhelniku PQD. [68-B-1-5]
Dokazte, ze stiedy kruznic vné pripsanych jednotlivym stranam libovolného
konvexniho ¢tyithelniku lezi na téze kruzmici. (Kruznici pfipsanou napiiklad

* Oba fakty jsou dusledkem znamé véty o obvodovijch a stredovijch ihlech v libovolné kruznici.
** Vysledek ¢asti ¢) mé zndmé zobecnéni: Konvexni ¢tyfihelnik je tétivovy (tj. jeho vrcholy lezi na jedné
kruzmici), pravé kdyz soucet velikosti jeho protéjsich vnitinich dhla je 180°.
*** Dokéazané tvrzeni je okamzitym dusledkem tzv. véty o ekvigondle tsecky: Mnozina vSech bodu, ze
kterych je dana usecka PQ vidét pod danym thlem «, kde 0° < a < 180°, je tvorena vnitinimi body
dvou kruznicovych oblouki s krajnimi body P a @, které jsou soumérné sdruzené podle primky PQ.

13
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D4.

D5.

strané AB konvexniho ¢tyftihelniku ABC' D rozumime kruznici, kterd se dotyka
strany AB a poloprimek opac¢nych k polopiimkdm AD a BC.) [69-B-S-2]

Je dana kruznice k a jeji prumér AB. Uvnitt tsecky AB zvolime libovolny
bod C' a pak na kru’mnici k vybereme bod D tak, aby platilo |BC| = |BD|.
Osa thlu ABD protne kruznici & v bodé E (rtizném od bodu B). Dokazte, ze
trojuhelniky AEC' a CBD jsou podobné [68-B-5-3]

Oznacme [ stfed kruznice vepsané pravouhlému trojihelniku ABC s pravym
thlem pri vrcholu A. Déle oznac¢me jako M a N stredy tsecek AB a BI. Dokazte,
ze primka C'T je te¢nou kruznice opsané trojihelniku BM N. [70-A-T11-2]

14



72. ROCNIK MATEMATICKE OLYMPIADY (2022/2023)

/7 7/

Navodné a doplnujici dlohy pro kategorii C

V prvni ¢asti textu pod zadanim kazdé ze Sesti soutéznich tloh najdete zadani
navodnych a doplnujicich dloh. Tytéz tlohy i s FeSenimi (resp. odpovédmi
a nastiny Feseni ¢i internetovymi odkazy na né) najdete ve druhé ¢asti textu.

1. UvazZujme 2022 zlomki

0 1 2 2021

20227 20217 2020° 7 1

ve tvaru podilu dvou celych nezapornych cisel, jejichZ soucet je pro kazZdy zlomek
roven 2022. Kolik z nich nabyva celociselné hodnoty? (Jaroslav Zhouf)

NAVODNE A DOPLNUJICI ULOHY:

N1.

N2.

N3.

D1.

D2.

Rozdil dvou prirozenych ¢isel je roven 4, pricemz jedno z éisel je ndsobkem
druhého. O jaka cisla se jedna?

Cislo 73 rozlozte na soucet dvou piirozenych &isel tak, aby jejich podil byl také
prirozené cislo.
Rozhodnéte, pro ktera prirozena ¢isla n nabyva zlomek

4dn +1
2n — 3

celociselné hodnoty.

Rozhodnéte, pro ktera prirozena ¢isla n nabyva zlomek

n—+ 72
2n

celoc¢iselné hodnoty.

Kazdy zlomek ze zadani soutézni tlohy, ktery nenabyvd celoc¢iselné hodnoty,
zkratime na zlomek v zakladnim tvaru. Urcete vSechny ty ptivodni zlomky, které
po zkraceni budou mit jmenovatel rovny 2.
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2. Sebestovd md z pétiminutovek primér zmdmek presné 1,12. Dokaste, Ze z nich md
aspon 22 jednicek. (Mozné znamky jsou 1, 2, 3, 4, 5.) (Josef Tkadlec)

NAVODNE A DOPLNUJICI ULOHY:

NI.

N2.

N3.

N4.

D1.

Pazout dostal z desetiminutovek osmkrat znamku 5, Sestkrat znamku 4, ¢tyrikrat
znamku 3 a dvakrat zndmku 2. Kolik by k tomu jesté musel dostat jednicek, aby
se prameér jeho zndmek zlepsil presné o 1 stupen?

Horacek dostal z desetiminutovek nejprve tiikrat znamku 2, dalsi jeho znamky
uz byly pouze pétky. Kolik jich dostal, byl-li primér jeho znamek horsi nez 4,27
Cermakova méla z desetiminutovek, kterych bylo méné nez 15, primér znamek
presné 1,75. O kolik znamek mohlo jit?

Mach tvrdi, Zze kdyby z dalsi desetiminutovky dostal znamku 1, vylepsil by si tak
prumér z presné 1,15 na presné 1,12. Je to mozné?

Kropacek mél z nékolika desetiminutovek prumér znamek piiblizné 3,14 (zao-
krouhleno na setiny). Mohlo jit o osm zndmek?

3. V trojuhelniku ABC oznacme M stred strany AB, N stred strany AC a P stred
usecky M N. Dokazte, Ze pokud |[MN|= |AP|, pak BP 1 CP.

(Patrik Bak, Eliska Macakova)

NAVODNE A DOPLNUJICT ULOHY:

NI.

N2.

N3.

DI.

D2.

D3.

Uzitim podobnych trojihelnik odvodte zndmou vlastnost stfednich pricek obec-
ného trojuhelniku ABC": Je-li M stred strany AB a N stred strany AC, pak
MN || BC a |[MN| = 3|BC|.

Jsou dany rovnobézky p, g a bod S, ktery na nich nelezi. Na primce p jsou dany tri
rizné body A, B, C. Pruseciky primky ¢ s primkami SA, SB, SC jsou oznaceny
po radé D, E, F. Dokazte rovnosti

|AB| B |AC B |BC| B |SA| B |SB B |SC|
|DE|  |DF| |EF| |SD| |SE| |SF|

Pripomeiite si Thaletovu vétu a uzijte ji k dikazu tvrzeni: Osa pravého tihlu
v riiznostranném pravotihlém trojihelniku piili tthel mezi jeho vyskou k preponé
a téznici k preponeé.

Vrchol C' ¢tverct ABCD a CJKL je vnitinim bodem usecky AK i tsecky D.J,
body E, F, G a H jsou po tadé stredy tusecek BC', BK, DK a DC'. Urcete obsah
ctyruhelniku EFGH pomoci obsahi S a T ¢tverct ABCD a C'JKL.

V roviné je dan pravouihly trojihelnik ABC' takovy, ze kruznice k(A;|AC|) pro-
tind pfeponu AB v jejim stfedu S. Dokazte, ze kruznice opsand trojuhelniku BC'S
je shodné s kruznici k.

V lichobézniku ABCD se zékladnami AB, C'D ozna¢ime P prusecik vnittnich
uhld u vrcholi A, D a @ prisecik vnitinich thld u vrcholi B, C'. Dokazte, ze

body P a @ lezi na téze rovnobézce se zakladnami lichobézniku.

2
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4. Muach hje nasledujicd ru, Na zaddthu je no stole b hromadek, na nichi je postupné

2.3 ...k Zetonat. V kaZdém taha vybere lhovolnd dod hromddky o odstrant = obou
stefry pocet Zetoni. Jeho cilem je, aby na stole zistal jeding Zeton. MiZe se mu to
podarit a) prok =10, b)) pro k= 117¥ {Radek Horensky |

NAVODNE A DOPLRUIRCT TLOHY:

N1. Schestovit rostrhla list papirn na (5 kousky, poté nékterd 2 téehto kouski opid
roztrhla kazdy na tii kousky, atd. Rozhodnéte, které pocty kouska 4, 5. 6... .,
200 mobila timto postupem ziskat,

N2 Na tabuli je napsdno a) & pismen B a 5 pismen S, b) 25 pismen B a 30 pismen S.
V kagdém krokn smazeme dvé napsana pismena a nabradime je pismenem H,
resp. 8, byla-li smazand pismena mznd, resp. stejna, Kterd pismeno zistane na
talmli poslednd?

N3 Na tabuli jsou napsiny 3 jednicky, 3 dvojky a 3 trojky. V kaZdém krokn je
povoleno smazat libovolne dve razné cislice a pripsat misto nich zbévajici tieti
cislici. Po sérii takovich dprav se ndm podafile dojit k situaci, kdy na tabuli
zistala jedina €islice, a to dvojka. Mohlo se stat, ze pfi jiném priobéha dprav
bvelom dosli k jing jeding Sislici, t). k jednifor nebo trojee? Zméni se odpovid
pii jinvch vichozich poctech éislic?

D1, Na tabuli jsou napsina prirogend ¢isla od 1 do 100, V kazdém kroku smazeme
trajict po sobd jdencich Hsel (existuje-li takova trojice). Mobou na tabuli aostat
nakonee fsla, jejich? celkovy sondet bonde 1117

D2 Vratme se k situaci 2 ddohy N3 s obecoymi v¥ehozimi podty éslic. Rozhodnéte,
wila je mozné, abychom dvéma odlisnymi postupy iprav dosli jednon k jediné
cislici 1 a podrubé k jediné fslici 3.

5. Nechf ABCDE je providelnyg pitichelndk. Prisedid ihlo-
pricky ACT 2 osou strany AR ommacme F. Dokaife, ie
fregichelniy ABC o CDF majf stefuig obsal.

{David Hruska)

NAVODNE A poPLRUJiCT ULOHY:
Piipomenme, = pravidelny pétinhelnik je konvexni petinhelnik, kterd ma shodné
vaechny strany i vischny voitfnd ahly.

N1V pravidelném petinhelnika ABCDE narvsujeme osy viech jeho stran a osy
viech jeho ahlopficek. Kolik miznych pfimek to bude? Vysvétlete, proé kazda
z nich je oson sonmoérnosti celého pétinhelnikn a prochazi jednim jeho vreholem.

N2, Dokagte, e kazde etyTi vrcholy pravidelného pétinhelniln tvori vecholy rovnora-
menného lichob&znik,
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N3.

D1I.

D2.

D3.

Rovnobézné tsecky KL a MN nelezi na jedné primce. Dokazte, Ze trojihel-
niky K LM a KLN maji stejny obsah.

V pravidelném pétithelniku ABC' DFE ozna¢me G prusecik uhlopticek AC' a BD.
Dokazte, ze ¢tyfuhelnik AGDE je kosoctverec.

Dokazte, ze dvé thlopricky pravidelného pétitihelniku, které vychazeji z jednoho
jeho vrcholu, rozdéluji prislusny vnitini hel na tretiny.

Ozna¢me a délku strany a u délku uhlopticky daného pravidelného pétitihelniku.

Dokazte rovnost a® + au = u?.

. Urcete nejuétsi prirozené cislo n = 10 takové, Ze pro libovolnych 10 riznijch cisel
z mnoziny {1,2,...,n} plati ndsledujici tvrzeni: Neni-li ani jedno z téchto 10 cisel
prvocislem, pak je soucet nékterych dvou z nich prvocislem. (Jan Mazak)

NAVODNE A DOPLNUJICI ULOHY:

NI.

N2.

DI.

D2.

D3.

Ukazte, Ze z mnoziny {1,2,3,...,10} lze vybrat 4 rizné ¢isla tak, aby mezi nimi
nebylo zadné prvocislo ani dvé ¢isla, jejichz soucet je prvocislem. Najdéte rovnéz
vsechny takové vybéry.

Ukazte, ze pro kazdé ptirozené ¢islo n 2 2 lze z mnoziny {1,2,3,...,2n} vybrat
n — 1 ¢isel tak, aby mezi nimi nebylo zadné prvocislo ani dvé ¢isla, jejichz soucet
je prvocislem.

Ukazte, Ze pocet vSech Sestimistnych prvocisel neptrevysuje 300 000.

Najdéte nejvetsi trojmistné cislo, z néhoz po vyskrtnuti libovolné ¢islice dosta-
neme prvocislo.

Kolik nejvyse ¢isel 1ze vybrat z mnoziny {1,2,...,2018} tak, aby rozdil zadnych
dvou vybranych ¢isel nebyl roven prvocislu?

Na nasledujicich stranach najdete stejné navodné a doplnujici tlohy jesté
jednou, zato doplnéné o vysledky s nastiny feseni Ci o internetové odkazy na

né.
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1. Uvazujme 2022 zlomki

0 1 2 2021

20227 20217 2020°° 77 1

ve tvaru podilu dvou celych nezapornych cisel, jejichZ soucet je pro kaZdy zlomek
roven 2022. Kolik z nich nabyva celociselné hodnoty? (Jaroslav Zhouf)

NAVODNE A DOPLNUJICI ULOHY:

NI.

N2.

N3.

D1.

D2.

Rozdil dvou prirozenych ¢isel je roven 4, pricemz jedno z ¢isel je nasobkem
druhého. O jaka cisla se jedna? [(5, 1), (6,2), (8,4). Necht a > b jsou hledan4 ¢isla.
Pak mensi ¢islo b je délitelem vétsiho cisla a, a tedy i délitelem cisla a — b, které
se podle zadani rovné 4. Proto b € {1,2,4}. Tento poznatek plyne i z vyjadieni
podilu obou ¢isel ve tvaru

g — b+_4 =14+ é ]
b b b

Cislo 73 rozlozte na soucet dvou piirozenych &isel tak, aby jejich podil byl také
pfirozené cislo. [Jediné Teseni 72 + 1. Postupujte podobné jako v FeSeni NI:
vyuzijte kuprikladu vyjadreni

a 73-b 73

= =2

b b b
a poznatku, Ze 73 je prvocislo.]
Rozhodnéte, pro ktera prirozena cisla n nabyva zlomek

dn+1
2n —3
celociselné hodnoty. [n € {1,2,5}. Z upravy
4n—i—1:2(2n—3)—|—7:2+ 7
2n — 3 2n — 3 2n — 3

vidime, Ze hleddme pravé ta n, pro kterd je celé (tfeba i zdporné) ¢islo 2n — 3
délitelem cisla 7, tj. jednim z ¢isel £1, £7. Nékteré z rovnic 2n — 3 = =+1,
2n — 3 = 7 vyhovuji pravé hodnoty n € {—2,1,2,5}, z nichz zdporné n = —2
musime kvuli zadani vyloucit.]
Rozhodnéte, pro ktera ptirozena ¢isla n nabyva zlomek

n—+ 72

2n

celo¢iselné hodnoty. [n € {8,24,72}. Dany zlomek mé celoc¢iselnou hodnotu k,
pravé kdyz plati n + 72 = 2nk neboli 72 = n(2k — 1). Odtud vidime, ze celé ¢islo
2k — 1 je kladné a ze je to lichy délitel ¢isla 72. Proto 2k —1 € {1, 3,9} a rovnost
72 = n(2k — 1) je pak splnéna pro tfi vyse uvedend n.]
Kazdy zlomek ze zadani soutézni tlohy, ktery nenabyvd celociselné hodnoty,
zkratime na zlomek v zédkladnim tvaru. Urcete vSechny ty ptvodni zlomky, které
po zkraceni budou mit jmenovatel rovny 2. 20418, 2(1)50 a 163248. Budou to prave
zlomky s jmenovatelem 2k pro vhodné k od 1 do 1011, jejichz citatel 2022 — 2k
je délitelny &slem k, ne vsak ¢islem 2k. Ekvivalentné vyjadfeno: Cislo 2022 je
délitelné cislem k, ne vsak cislem 2k. Hledame tedy ta k& od 1 do 1011, ktera déli
¢islo 2022, nedéli vsak ¢islo 1011. Jsou to ziejmé pouze sudd cisla 2, 6 a 674,
kterym odpovidaji t¥i ivodem vypsané zlomky.]
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2. Sebestovd md z pétiminutovek primér zmdmek presné 1,12. Dokaste, Ze z nich md
aspon 22 jednicek. (Mozné znamky jsou 1, 2, 3, 4, 5.) (Josef Tkadlec)

NAVODNE A DOPLNUJICI ULOHY:

NI.

N2.

N3.

N4.

D1.

Pazout dostal z desetiminutovek osmkrat znamku 5, Sestkrat znamku 4, étyrikrat

znamku 3 a dvakrat znamku 2. Kolik by k tomu jesté musel dostat jednicek, aby

se prumér jeho znamek zlepsil presné o 1 stupen? [10. Potiebny pocet jednicek
oznac¢me n. Protoze ptivodni primér ma hodnotu

8-5+6-4+4-3+2-2 80

8+6+4+2 20

po pridani n jednicek ma byt roven 3, tj. ma platit

8:5+6-4+4-3+2-2+n-1 80+n

8+6+4+2+n C20+n

4,

Resenim rovnice 80 + n = 3(20 + n) dostaneme n = 10.]
Horacek dostal z desetiminutovek nejprve tiikrat znamku 2, dalsi jeho znamky
uz byly pouze pétky. Kolik jich dostal, byl-li primér jeho znamek horsi nez 4,27
[Aspon 9. Pocet pétek ozna¢me n. M4 platit

3:2+n-5 5n+6 21

= > 4.2 =
3+n n+3 ’ 5

Upravou nerovnice (5n +6) -5 > 21 - (n + 3) dostaneme 4n > 33, takze n > 9.]
Cermékova méla z desetiminutovek, kterjch bylo méné nez 15, primér znamek
presné 1,75. O kolik zndmek mohlo jit? [4, 8 nebo 12. Oznaéme p pocet znadmek
a s jejich soucet. Plati

S s _ T

P 100 4
Protoze posledni zlomek je v zdkladnim tvaru, musi byt s = 7k a p = 4k pro
vhodné prirozené ¢islo k. Podle zadani pripadaji v ivahu pouze hodnoty k rovné
1,2a3]
Mach tvrdi, Ze kdyby z dalsi desetiminutovky dostal znamku 1, vylepsil by si tak
prumér z presné 1,15 na pfesné 1,12. Je to mozné? [Neni. Pfi priaméru 1,15 = %
by byl pocet znamek p nasobkem ¢isla 20, pri novém praméru 1,12 = g—g by byl
pocet znadmek p + 1 nasobkem c¢isla 25. Obé ¢isla p a p + 1 vSak nemohou byt
soucasné nasobky péti. Jiny postup: PT¥i poc¢tu zndmek p s primérem 1,15 by byl
jejich soucet 1,15p, po obdrzeni nové jednicky by pak mélo platit

1,15p+1
p+1

Tato rovnice ma sice reseni p = 4, odpovida mu vsak ptivodni soucet znamek
1,15p = 4,6, coz neni celé ¢islo.|

Kropéacek mél z nékolika desetiminutovek primér zndmek priblizné 3,14 (zao-
krouhleno na setiny). Mohlo jit o osm znamek? [Ne. Oznac¢me p pocet zndmek a
s jejich soucet. Hodnota podilu s/p lezi v intervalu (3,135; 3,145), takze celé ¢islo s
lezi v intervalu (3,135p; 3,145p). Pro p = 8 vsak jde o interval (25,08;25,16).]

=1,12.
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3. V trojuhelniku ABC oznacme M stred strany AB, N stred strany AC a P stred
usecky M N. Dokazte, Ze pokud |M N| = |AP|, pak BP 1L CP.

(Patrik Bak, Eliska Macakovd)

NAVODNE A DOPLNUJiCI ULOHY:

NI.

N2.

N3.

D1I.

D2.

D3.

Uzitim podobnych trojihelnik odvodte zndmou vlastnost stfednich pricek obec-
ného trojuhelniku ABC: Je-li M stied strany AB a N stred strany AC, pak
MN || BC a [MN| = 1|BC|. [Jelikoz |AM| : |AB| = |AN| : |AC| = 1: 2, jsou
trojuhelniky ABC a AMN podobné podle véty sus. Ze shodnosti jejich thlu
ABC a AMN pak plyne MN || BC' a diky podobnostnimu poméru 1 : 2 plati
rovnéz |MN| = 1| BC|]

Jsou dany rovnobézky p, ¢ a bod S, ktery na nich nelezi. Na primce p jsou dany tii
ruzné body A, B, C. Priseciky primky ¢ s primkami SA, SB, SC jsou oznaceny
po radé D, E, F. Dokazte rovnosti

|AB| B |AC| B |BC| B |SA| B |SB B |SC|
|DE|  |DF| |EF| |SD| |SE| |SF|’

[Diky shodnosti vrcholovych a souhlasnych ¢i stiidavych dhla jsou podle véty wu
navzajem podobné trojihelniky SAB a SDE, stejné jako trojuhelniky SAC
a SDF, jakoz i trojuhelniky SBC a SEF. Diky strandm téchto trojihelnik se
spole¢nym krajnim bodem S maji vsechny t¥i podobnosti stejny koeficient rovny
poslednim tfem zlomkim v dokazované sérii rovnosti; prvni t¥i zlomky vyjadiuji
tento koeficient pro strany prot¢jsi k vrcholu S dotycnych trojihelniki. |
Pripomente si Thaletovu vétu a uzijte ji k dikazu tvrzeni: Osa pravého tihlu
v riiznostranném pravotuhlém trojihelniku pili hel mezi jeho vyskou k preponé
a téznici k preponé. [Necht v trojihelniku ABC platiy = 90° a 5 < «, tj. 8 < 45°.
Ozna¢me C stfed prepony AB a Cj patu vysky z vrcholu C. Podle Thaletovy
véty v trojuhelniku C1C B plati |C1C| = |C1 B|, tudiz |« BCCy| = |[£C1CB| = p.
V pravotuhlém trojihelniku ACC) zase mame |<ACCy| = 90° — |xCoCA| =
— 90° — a = 3. Uhly BCCy a ACCy, které lez{ v pravém dhlu ACB, tak maji
tutéz velikost 5 < 45°, a proto se neprekryvaji, a tak osa celého thlu ACB je
soucasneé i osou soumeérnosti jeho ,zbylé* ¢asti mezi thly BCCy a ACCy, tj. osou
thlu Cl C C()]

Vrchol C' ¢tverct ABCD a CJKL je vnittnim bodem tsecky AK i tsecky D.J,
body E, F', G a H jsou po rfadé stiredy tsecek BC', BK, DK a DC'. Urcete obsah
¢tyfuhelniku EFGH pomoci obsahit S a T ¢tverct ABCD a CJKL. [C 555 2]
V roviné je dan pravouhly trojihelnik ABC' takovy, ze kruznice k(A;|AC|) pro-
tind preponu AB v jejim stiedu S. Dokazte, Ze kruznice opsana trojuhelniku BC'S
je shodnd s kruznici k. [C-51-5-2]

V lichobézniku ABCD se zékladnami AB, C'D oznac¢ime P prusecik vnitinich
uhl u vrcholi A, D a @ priisecik vnitinich ihli u vrcholi B, C'. Dokazte, ze
body P a @ lezi na téze rovnobézce se zakladnami lichobézniku. [Stied M rame-
ne AD lezi na ose o pasu mezi rovnobézkami AB a C'D. Protoze soucet thla BAD
a ADC' je diky AB || C'D roven 180°, soucet polovi¢nich thla PAD a ADP je
roven 90°, tudiz PAD je pravouhly trojuhelnik s preponou AD o stredu M. Podle
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Thaletovy véty je PAM rovnoramenny trojuhelnik se zékladnou PA, tudiz thel
M PA je shodny s tthlem PAM, a tedy i s ithlem PAB. Ze shodnosti (stfidavych)
thlt MPA a PAB plyne M P || AB, tudiz M lezi na ose o. Analogickou tivahou
o stfedu N ramene BC zjistime, Ze na ose o lezi také bod Q.|

4. Mach hraje nasledujici hru. Na zacatku je na stole k hromadek, na nichz je postupnée
1,2,3,...,k Zetonu. V kazdém tahu vybere libovolné dveé hromadky a odstrani z obou
stejny pocet Zetonu. Jeho cilem je, aby na stole zustal jedinyg Zeton. MizZe se mu to
podartit a) pro k =10, b) pro k =117 (Radek Horensky)

NAVODNE A DOPLNUJICI ULOHY:

N1. Sebestova roztrhla list papiru na tii kousky, poté nékteré z téchto kouskt opét
roztrhla kazdy na tii kousky, atd. Rozhodnéte, které pocty kouskt 4, 5, 6, ..., 20

mohla timto postupem ziskat. [Liché pocty 5, 7,..., 19. Celkovy pocet kouski
se kazdym roztrzenim jednoho z nich zvétsi o 2, takze ztstava lichy jako na
pocatku.|

N2. Na tabuli je napsano a) 5 pismen R a 5 pismen S, b) 25 pismen R a 30 pismen S.
V kazdém kroku smazeme dvé napsana pismena a nahradime je pismenem R,
resp. S, byla-li smazana pismena rizna, resp. stejna. Které pismeno zistane na
tabuli posledni? [Pismeno R v obou piipadech a) a b). Pocet pismen R se po
kazdém kroku budto nezméni (smazeme-li dvé S ¢ po jednom R a S), ncbo
se zmensi o 2 (smazeme-li dvé R), takze zistane po kazdém poctu kroka lichy,
a proto nikdy neklesne na nulu. Protoze se po jednom kroku celkovy pocet pismen
na tabuli snizi o 1, po koneéném poctu kroki ziistane na tabuli jako posledni
pismeno R.]

N3. Na tabuli jsou napsany 3 jednicky, 3 dvojky a 3 trojky. V kazdém kroku
je povoleno smazat libovolné dvé rizné cislice a pripsat misto nich zbyvajici
treti cislici. Po sérii takovych tuprav se nam podarilo dojit k situaci, kdy na
tabuli zistala jedind ¢islice, a to dvojka. Mohlo se stat, ze pri jiném pribéhu
uprav bychom dosli k jiné jediné c¢islici, tj. k jednicce nebo trojce? Zméni se
odpoved pri jinych vychozich poctech ¢islic? [Nemohlo se to stat, ani pfi jinych
vychozich poctech. Zkoumejme aktudlni soucet S vSech cislic na tabuli. Pri
zaméneé (1,2) — 3 se S nezméni, pfi zaméné (1,3) — 2 se S zmensi o 2,
konecné pri zémeéné (2,3) — 1 se S zmensi o 4. Vidime, ze S neméni svou paritu.
Nemuzeme tedy z téhoz vychoziho stavu nékdy dojit k jediné sudé cislici, jindy
k jediné liché ¢islici.|

D1. Na tabuli jsou napsana prirozena c¢isla od 1 do 100. V kazdém kroku smazeme
trojici po sobé jdoucich ¢isel (existuje-li takové trojice). Mohou na tabuli zustat
nakonec ¢isla, jejichz celkovy soucet bude 1117 [Ne. Soucet tii po sobé jdoucich
¢isel (n—1)4+n+ (n+1) = 3n je délitelny tfemi, takze soucet ¢isel na tabuli po
kazdém kroku klesne o nasobek tii; jeho zbytek pri déleni tfemi se tudiz nezméni.
Na zacatku mame soucet 1+ 2+ ...+ 100 = 5050 se zbytkem 1 pti déleni tfemi,
¢islo 111 vsak mé zbytek 0.]
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=

e},

D2,

Nechl ABCDE je pravidelng petiihelnik. Prisecik whla-

prie

ky ACT s osou strany AB omaime F. Dokaite, 3¢ £3
fragahelniy ABC o COF maji stefng obsal.

Vratme se k situaci z dlohy N3 s obecnymi vichozimi poéty éislic, Hozhodnéte,
ada jo moZnd, abychom dvima odlifnymi postupy fdprav dofli jednon k jeding
éislici 1 a podrubé k jeding fislici 3. [Mogné to neni. Preznadme éslice 1, 2, 3 za
pismena A, B, C v jakémbkoli pofadi -~ povolend dpravy to nijak neovlivad. Proto
negativod odpoved k D2 plyne 2 visledku N3, Jinak lze spoleéné fedeni N3 a D2
podat takto: opnacit pofet jednicek, dvojek a trojek na tabuli po fade j. o, § a
ukdznt, Ze pii dpravich neménd parita 2adny ze 8 soudtd j+ol F 1t ad + L
Dodejme, e v fefeni N3 jsme vyudili paritu souctu 7 + 2d 4+ 34, kteri je stejna
jako parita souétu j+ 1.

{ David Hruska)

NAVODNE A DOPLNUIICT ULOHY:

NI1.

Fripomenme, e pravidelny pétinhelnik je konvexni petiihelnik, které ma shodne
vEechny strany 1 viechny voitfnd dhlw.

V opravidelném pétinhelnika ABCDE parysujeme osy viech jeho stran a osy viech
jeho dhlopiicek. Kolik rzndch piimek to bude? Vysvétlete, proé kazdd = nich
je oson soumérnosti celého pétidhelnikn a prochas jednim jeho vreholem, [Pét
primek. Stadi nkazat, Ze napiklad strana AB a dblopficka C'E maji spolefnon
o511, ktera prochazi zbylim patym vecholem 2. Vyvjdeme z toho, ze BO),
CDE a DEA jsou shodud rovooramennd trojihelniky s hlavnimi vecholy po
fade ', [, E. Odvodime, #¢ osa thlu CDE je spoletnon osou nsecek OF
a Al Pro prynd z nich to plyne s rovooramenného trojihelnika ©COFE, pro
drabion z trojihelnikn B0A. ktery je rovedd rovnoramenty, nebot diky shodnfm
trojithelnikiom BO D a DEA plati |BD| = |DA| a navic |[£CDB| = |« EDA|

. Dokazte, e kazdé etymi vicholy pravidelného pétinhelnikn tvoii vrcholy rovno-

ramenného lichobéinikn, [Plyne to ¢ fedeni N1: Ukdzali jsme tam, o osa sou-
mérnosti celého pétinhelnikn prochazejici vecholem I je spolecnou oson dsedek
AR a CF, takie to json sikladoy rovooramenného lichobdéznika ABCE - druhé
dvit protéjEl strany BC a EA jsou totiz shodnd, ne viak rovnobéiné (diky tupdym
ithin ABC a BAF),|

. Rovnobéznd tisecky WL a MN neledE na jedné primee, Dokazte, #e trojahel-

niky K LM a K LN majl stejny obsah. [Z podminky KL | MN plyne, 2e vidky
ke spolecné strané K L obou trajihelnika K LM a K LN jsou shodne, Pro né tak
do vEoroe & = é;l' pro obsah obecného trojiuhelnikn dosadime stejné hodnoty 2

a
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D1. V pravidelném pétitthelniku ABC'DE ozna¢me G prusecik ihlopricek AC a BD.

D2.

D3.

Dokazte, ze ¢tyrthelnik AGDE je kosoctverec. [Z lichobézniki ACDE a BDEA
(viz vysledek N2) plyne AG || DE a GD || EA, takze AGDE je rovnobéznik;
diky |DE| = |E'A| jde skutefné o kosoctverec.]

Dokazte, ze dvé uhlopricky pravidelného pétithelniku, které vychézeji z jed-
noho jeho vrcholu, rozdéluji prislusny vnitini thel na ttetiny. [Staci ukézat,
ze v pravidelném pétithelniku ABCDE' jsou shodné tii thly s vrcholem A,
totiz BAC', CAD a DAE. Vnitini thly pravidelného pétithelniku maji velikost
3-180° : 5 = 108°. Proto uhly pri zakladnach rovnoramennych trojihelniki ABC
a DFEA maji velikost (180O — 1080) : 2 = 36°. Vidime, 7e oba thly BAC a DAE
maji ve srovnani s thlem BAE tretinovou velikost (nebot 36 : 108 =1 : 3), takze
tretinovou velikost m4 i tfeti thel CAD. (Dodejme, ze z vlastnosti tzv. stredo-
vyjch a obvodovijch 1hli v kruznici plyne nasledujici tvrzeni pro libovolné n = 4:
Vsechny thlopticky pravidelného n-thelniku vychazejici z jednoho jeho vrcholu
déli jemu prislusny vnitini thel na n — 2 shodnych ¢asti.)]

Oznac¢me a délku strany a u délku thlopricky daného pravidelného pétithelniku.
DokaZte rovnost a? + au = u?. [V pravidelném pétitihelniku ABC'D oznaéme G
prisecik thlopricek AC' a BD. Podle ulohy N2 je DABC rovnoramenny licho-
béznik (DA || BC), takze trojihelniky DAG a BCG jsou podle véty wu
podobné. Plati proto |DA| : |BC| = |DG|: |GB| neboli u : a = |DG| : |GB].
Podle tlohy D1 je AGDE kosoctverec o strané a, takze plati |DG| = a a
|GB| = |BD| — |DG| = u — a. Dosazenim do u : a = |DG| : |GB| dostaneme
w:a=a: (u—a), odkud uz snadno plyne rovnost a®> + au = u?. (Uméra
u:a=a:(u—a)znamend, ze bod G déli kazdou z tihlopticek AC' a BD v tzv.
zlatém Tezu.)]

6. Urcete nejuétsi prirozené cislo n = 10 takové, Ze pro libovolngch 10 riznych cisel
z mnoziny {1,2,...,n} plati ndsledujici tvrzeni: Neni-li ani jedno z téchto 10 cisel
prvocislem, pak je soucet nékterych dvou z nich prvocislem. (Jan Mazak)

NAVODNE A DOPLNUJiCI ULOHY:

NI.

N2.

Ukazte, Ze z mnoziny {1,2,3,...,10} lze vybrat 4 riznd ¢isla tak, aby mezi nimi
nebylo zadné prvocislo ani dvé ¢isla, jejichz soucet je prvocislem. Najdéte rovnéz
vSechny takové vybéry. [Vyhovujici vibér 4, 6, 8, 10 je jediny. Musi jit o 4 ¢isla
z mnoziny {1,4,6,8,9,10}, kterd ma 6 prvki. Cislo 1 nemfiZe byt ve vybéru
s tfemi cisly 4, 6 a 10, proto je ,nepouzitelné®. Totéz plati i pro ¢islo 9 kvili
podobné ,kolizi“ s tremi cisly 4, 8 a 10. V tivahu tak pripadaji pouze ¢tyri suda
c¢isla 4, 6, 8 a 10. Jejich vybér vyhovuje, protoze soucet kazdych dvou z nich je
rovnéz sudé ¢islo riuzné od 2.

Ukazte, ze pro kazdé ptirozené ¢islo n 2 2 lze z mnoziny {1,2,3,...,2n} vybrat
n—1 ¢isel tak, aby mezi nimi nebylo zadné prvocislo ani dvé ¢isla, jejichz soucet je
prvocislem. [Vybér bude mit poZzadovanou vlastnost, bude-li napiiklad sestaven
ze sudych slozenych ¢éisel. Splnuje to vybér n — 1 ¢isel 4, 6, 8, ..., 2n.]

10
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D1.

D2.

D3.

UkaZte, Ze pocet viech Sestimistnych prvocisel neprevysuje 300 000. [Sestimistna
jsou cisla od 100000 do 999999, je jejich celkem 900 000. Staci tedy ukazat, ze
alesponi 600000 z nich je délitelnych dvéma nebo tfemi. Délitelnych dvéma je
jich 450000, délitelnych tfemi 300000. V souétu 450000 + 300000 = 750000
jsou ovsem zapocitana dvakrat c¢isla, ktera jsou délitelnd dvéma i tremi, tj. ¢isla
délitelnd sSesti. Téch je 150000, takze dvéma nebo tfremi je délitelnych pravé
750 000 — 150 000 = 600 000 Sestimistnych ¢isel. Poznamka: Podobné zjistime, Ze
existuje 660000 Sestimistnych slozenych cisel, kterd jsou délitelna 2, 3 nebo 5,
tudiz pocet Sestimistnych prvocisel neprevysuje 240000. I tento odhad je vsak
velice hruby — presny pocet Sestimistnych prvoéisel je 68 906.]

Najdéte nejvétsi trojmistné ¢islo, z néhoz po vyskrtnuti libovolné ¢islice dosta-
neme prvodislo. [Cislo 731, viz 67 C S 1]

Kolik nejvyse ¢isel 1ze vybrat z mnoziny {1,2,...,2018} tak, aby rozdil zadnych
dvou vybranych ¢isel nebyl roven prvocislu? [505 ¢isel, viz 67-B-11-4]
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